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Svim nastavnicima i u¢enicima zelimo uspjesan rad.

Autori



PREDGOVOR

Ovaj prirucnih prvenstveno je namijenjen ucenicima gimnazijskog usmjerenja koji sluSaju
fakultativni predmet Statistika u sklopu projekta HEUREKA spoznajom do uspjeha ali i
svima ostalima koji zele ili trebaju upoznati statistiku i njenu primjenu u svakodnevnom
Zivotu.

Gradivo je prezentirano na jednostavan 1 slikovit nacin sa cjelovitim objaSnjenjima
utemeljenim na odgovaraju¢im primjerima. U prirucniku se obraduju osnovni statisticki
pojmovi i metode koji se uvode formalnim definicijama i objaSnjavaju preko motivacijskih
primjera. Svi ostali pojmovi i veli¢ine koje proizlaze iz osnovnih detaljno su izvedeni i
prezentirani pomoc¢u elementarnih matematickih postupaka.

Priru¢nik sadrzi vise od 200 rijeSenih zadataka sa svim potrebnim uputama i postupcima za
rjeSavanje. Zadaci su prakti¢ne prirode i vrlo raznovrsni pa pokrivaju gotovo sva podrucja
ljudskog djelovanja i istrazivanja (ekonomija, fizika, tehnika, astronomija, biologija,
zemljopis itd.). Na taj se nadin pokazuje sveobuhvatna uloga i prisutnost statistike u
svakodnevnom Zivotu, razli¢itim strukama 1 znanstvenim disciplinama. U zadacima se
sugeriraju mnogobrojne teme za samostalni ili grupni rad ucenika u obliku domace zadace,
prezentacije, seminarskog rada ili istraZzivackog rada uz mentorstvo nastavnika. Sve navedene
komponente ¢ine priru¢nik prikladnim za kori$tenje u suvremenom projektnom tipu nastave u
srednjim skolama.

U nadi da ¢e materijali iz ovog priru¢nika omoguciti bolji uvid u znacaj i1 univerzalnost
primjene statistickih metoda u modernoj svakodnevnici svim c¢itateljima, a posebno u€enicima
1 nastavnicima koji ¢e ga koristiti u nastavi, Zelimo uspjesan rad.

Najljepse se zahvaljujemo prvom recenzentu prof. Marici Dolenec-Jurini¢ na konstruktivnim
primjedbama i komentarima. Takoder se zahvaljujemo na savjetima i drugom recenzentu prof.
Daniju Zufi¢.

Autori
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OSNOVNI POJMOVI

PREDMET | METODE ISTRAZIVANIJA

Svakodnevni tijek Zivota u prirodi i drustvu uvjetuju i oblikuju razli¢ite pojave. Ceste
promjene i prilagodbe novim situacijama postale su nuznost u suvremenoj svakodnevnici. Da
bi promjene bile uspjesne i1 kvalitetne potrebno je pravilno analizirati postojece stanje a $to je
jedna od glavnih zadaca statistike. Statistika je znanost koja se bavi prikupljanjem podataka
za promatranu pojavu, koriste¢i definirane nacine prikupljanja, te njihovim uredivanjem,
prikazivanjem i analizom u svrhu donoSenja odredenih zakljucaka i njihovom primjenom u
slicnim 1 novim situacijama. Drugim rije¢ima primjenom statistickih metoda sazimaju se
obavijesti koje nam podaci pruzaju. Na taj na¢in uo¢avamo slabosti i nedostatke postojeceg
stanja te njihove uzroke i posljedice. Nakon provedene analize postojeceg stanja, korelacijska
1 regresijska analiza omogucava nam pracenje 1 predvidanje (simulaciju) prostornog i
vremenskog trenda promatranih pojava uz nove stvarne ili hipotetske uvjete. Sve to doprinosi
boljem razumijevanju strukture, principa i zakonitosti promatranih pojava. Time stje¢emo
mogucnost svjesnog mijenjanja prirode i druStva u Zeljenom smjeru radi unapredenja i
poboljsanja kvalitete Zivota pojedinca i druStva u cjelini a $to statistici daje puni smisao i
znacaj.

Razlikujemo deskriptivne i inferencijalne statisticke metode. Deskriptivne metode se sastoje
od uredivanja (grupiranja) i prikazivanja prikupljenih podataka (tablicno ili graficki) te
izracunavanja njihovih numeric¢kih obiljezja. Dobiveni zakljucci se odnose samo na te
podatke bez mogucénosti poopéavanja.

Inferencijalne metode polaze od uzorka podataka (podskupa) koji se analiziraju a zakljucci se
poopéavaju na cijeli skup (cjelinu) sa odredenom vjerojatnoscu.

Statisticki skup je skup elemenata (jedinica) nad kojima se analiza provodi. On moze biti
konacan ili beskonacan, stvaran ili hipotetski. Elementi skupa imaju neka svojstva (obiljezja
ili varijable) koje se mogu statisticki analizirati. Skup podataka za neko obiljeZje elemenata
statistickog skupa ¢ini populaciju ili osnovni skup namijenjen statistickoj analizi. Podaci se
prikupljaju metodama koje osiguravaju njihovu $to vecu to€nost i vjerodostojnost.

: Primjer 1. Skup ucenika nekog razreda moze biti statisticki skup. Ucenici su :
elementi (jedinice) skupa. Mozemo analizirati neka njihova obiljezja (varijable):
visinu, tezinu, ocjene, dob, spol, navike, udaljenost od kuce do Skole, itd. Za svako
od tih obiljezja formira se skup podataka (populacija) koji onda mozemo grupirati,
prikazivati i numeric¢ki analizirati. :



Obiljezja (varijable) koja sluze kao predmet analize mogu biti kvalitativne (kategorijalne) i
kvantitativne (numericke). Tako su na primjer boja, oblik, izgled, polozaj, agregatno stanje i
sl. kvalitativna a duljina, tezina, volumen, cijena, temperatura, brzina i sl. kvantitativna
obiljezja. Ova podjela nije iskljuciva jer se neka obiljezja mogu tretirati kao kvalitativna i kao
kvantitativna (npr. ocjena izrazava kvalitetu ali i kvantitetu necijeg znanja ili aktivnosti).
Pojedino obiljeZje (varijabla) se pojavljuje u razli¢itim oblicima (modalitetima, stupnjevima
ili vrijednostima). Tako na primjer boja moze biti plava, zelena, crvena (oblici obiljezja),
temperatura moze biti 0°C, 25°C, 100°C (vrijednosti varijable). Vidimo da se pojmovi
obiljeZja i oblici prirodno ¢eS¢e vezu uz kvalitativna a varijable i vrijednosti uz kvantitativna
svojstva promatrane pojave. Kvalitativna obiljezja mogu biti nominalna (atributivna,
geografska) te uredajna (redna, obiljezja ranga). Kvantitativna obiljezja mogu biti diskretna
(skokovita) ili kontinuirana (neprekidna). Opéenito diskretna varijabla moze poprimati svoje
susjedne vrijednosti u odredenim razmacima. Unutar tih razmaka vrijednost ne postoji. Tako
na primjer broj u€enika u razredu moze biti samo cijeli broj, recimo 23 ili 24 ali ne moze biti
izmedu 23 1 24. Sli¢no tome u nov€aniku mozemo imati 15.15 kuna ili 15.16 kuna ali ne
mozemo imati neki iznos izmedu njih jer je 1 lipa najmanja novc€ana jedinica. Kontinuirana
varijabla moZe poprimati neprekinute vrijednosti (bez razmaka) pa nema susjednih. Tako na
primjer temperatura moze biti 20°C ili 21°C ali moze imati i bilo koju vrijednost izmedu
njih, u boci mozemo imati 3 ili 4 dl soka ali 1 bilo koju koli¢inu izmedu njih.

Podaci o vrijednostima obiljezja, S obzirom na izvor, mogu biti primarni i sekundarni.
Primarni podaci su rezultat primarnih istrazivanja provedenih u skladu sa postavljenim
ciljevima a prikupljaju se anketama, mjerenjima, promatranjima, eksperimentima i sl.
Sekundarni podaci su rezultat istrazivanja drugih istrazivaca. To su podaci Cija vrsta 1 opseg
ne ovise o ciljevima 1 potrebama danog istraZivanja a dostupni su iz razli€itih baza podataka
ili se mogu dobiti na zahtjev (besplatno ili kupnjom) od institucija (banke, zavodi, ustanove i
sl.) ili pojedinaca. Svi prikupljeni podaci se pripremaju (ureduju) za statistiCku obradu.

ZADACI

1. Navedite neka obiljeZja sljedecih statistickih skupova: skup kuca (zgrada) u ulici, skup
automobila na parkiraliStu, skup putnika u zrakoplovu, skup mobitela u vaSem
razredu, skup drzava ¢lanica EU.

2. Koje od sljedecih obiljezja (varijabli) su diskretne a koje kontinuirane: datum, visina,
tezina, broj stolica, planirani broj sati nastave, odrZani broj sati nastave, povrSina,
cijena elektricne energije, potrosnja elektricne energije, broj boca na polici, koli¢ina
tekucine u tim bocama, broj kamencica na plazi, koli¢ina pijeska na plazi, dubina,
slanost vode, broj zvijezda na nebeskom svodu, vrijeme ustajanja?

3. Koju varijablu (diskretnu ili kontinuiranu) ¢ine podaci oc€itani sa digitalnih odnosno
analognih mjernih uredaja (sat, termometar, brzinomjer, itd.)?

4. Ako za analizu kretanja temperature u vaSem mjestu koristite: (a) podatke
meteoroloske sluzbe objavljene u medijima, (b) podatke koje ste dobili vlastitim
mjerenjem, o kojim vrstama podataka se radi? Koji su vjerodostojniji?

5. Ako na temelju dobro rijeSenog ispita znanja u jednom tre¢em razredu pohvalimo: (a)
samo ucenike tog razreda, (b) sve ucenike tre¢ih razreda, na temelju koje statisticke
metode smo tako postupili?



RJESENJA

1. Skup kuca: kuéni broj, stambena povrsina, broj stanara, vrijednost, starost, dimenzije,
itd. Skup automobila: boja, marka, starost, broj vrata, snaga, brzina, potros$nja goriva,
datum registracije, itd. Skup putnika: ime, prezime, dob, zaposlenje, obrazovanje,
svrha puta, destinacija, itd. Skup mobitela: cijena, kapacitet, brzina, oblik, boja, itd.
Skup drzava: povrsina, broj stanovnika, jezik, geografski polozaj, glavni grad, klima,
itd.

2. Diskretne (d) a kontinuirane (k): datum (d), visina (k), tezina (k), broj stolica (d),

planirani broj sati nastave (d), odrzani broj sati nastave (k), povrSina (k), cijena

elektricne energije (d), potroSnja elektricne energije (k), broj boca na polici (d),

koli¢ina tekucine u tim bocama (k), broj kamencic¢a na plazi (d), koli¢ina pijeska na

plazi (k), dubina (k), slanost vode (k), broj zvijezda na nebeskom svodu (d), vrijeme

ustajanja (k).

Diskretne sa digitalnih a kontinuirane sa analognih.

(a) Sekundarni, (b) primarni. U ovom slu¢aju primarni su vjerodostojniji.

5. Natemelju: (a) deskriptivne, (b) inferencijalne metode (metode uzorka).

how

ETAPE U PROVODENJU ISTRAZIVANJA

Statisticke analize pojava u prirodi i drustvu na temelju prikupljenih podataka provode se kroz
sljedece etape.

1. Odreduje se predmet i cilj istrazivanja, izbor i nacin prikupljanja podataka te se
definiraju statisticki skupovi i obiljezja koja ¢e se analizirati.

2. Prikupljaju se podaci pri ¢emu treba osigurati njihovu vjerodostojnost i tocnost.

3. Vrdi se obrada (uredivanje) i prikaz podataka (grupiranje te tabelarni i/ili graficki
prikaz).

4. Primjenjuju se numericke metode za analizu tako uredenih podataka (deskriptivne ili
inferencijalne ako podaci Cine uzorak pojave), Izbor metode ovisi o postavljenim
ciljevima analize, vrsti statistickog skupa (niza) i obiljezja koje se analizira.

5. Tumace se dobiveni rezultati iz tabela, grafi¢kih prikaza i numerickih pokazatelja te se
donose odgovarajuci zakljucci u skladu sa tim rezultatima.

6. Primjenjuju se dobiveni zakljucci u slicnim i novim situacijama u teoriji 1 praksi u
svrhu organiziranja, provodenja i predvidanja postupaka, aktivnosti i ishoda.

Navedene etape mogu se okvirno sazeti u tri faze: prikupljanje podataka, obrada i analiza
podataka te tumacenje dobivenih rezultata. Svrha statistiCcke analize u praksi nije samo
utvrdivanje i opisivanje ¢injeni¢nog stanja za promatranu pojavu vec¢ i pronalazenje mjera i
postupaka za njeno unapredivanje 1 poboljSanje. Upravo se na temelju statisticke analize
utvrduju razlozi trenutnog stanja iz kojih onda proizlaze nacini za promjenu tog stanja ako za
to postoji Zelja ili potreba. Zbog toga je statistiCka analiza nezaobilazni dio planiranja,
organiziranja, poslovnog odlucivanja, investiranja i sl.



ZADACI

1.

Definirajte anketni upitnik i provedite anketu u razredu na temelju koje ¢ete simulirati
etape u provodenju statisticke analize.

Pretpostavite da trebate organizirati proslavu (rodendana, godiSnjice, nekog vaznog
dogadaja i sl.). Navedite i razradite pojedine etape od ideje do realizacije.

Ako niste zadovoljni sa svojim uspjehom iz nekog predmeta, utvrdite razloge za takvo
stanje te pronadite nacine za poboljsanje.

Osmislite metodu kojom bi §to to¢nije odredili broj stabala u nekom ve¢em Sumskom
kompleksu.

Kako bi $to to¢nije odredili broj riba u jezeru?

6. Izaberite proizvoljno pojavu (dogadaj), zadajte cilj analize te definirajte etape za
realizaciju postavljenog cilja.
RJESENJA
1. Prijedlozi pitanja:

Koliko prosjec¢no vremena dnevno provodite za racunalom, televizorom i mobitelom
zajedno?

Koliko prosjecno vremena dnevno provodite u u¢enju?

Koju ocjenu iz matematike ste imali prosle godine?

Koju ocjenu ocekujete iz ovog predmeta?

Koliko ste imali ljubavnih veza koje su trajale duze od mjesec dana?

U kojem zanimanju (poslu) vidite sebe za 10 godina?

Itd.

U provodenju pojedinih etapa dati inicijativu ucenicima. U svakoj etapi navesti
razli¢ite moguénosti pristupa (ne treba provoditi etape u cijelosti jer to na ovoj
pocetnoj razini znanja nije ni moguce). Cilj je ukazati u¢enicima na teme koje ¢e se
obradivati kako bi stekli dojam o sadrzaju predmeta.

Sakupite prijedloge diskusijom. Uzmite u razmatranje mjesto odrzavanje proslave
(vlastiti dom, priroda, ucionica, restoran, itd.) zatim broj uzvanika, pripremu hrane i
pic¢a (samostalna priprema, kupnja ili kombinirano), protokol i sadrZaj same proslave
(govori, glazba, zaduzenja). Nakon prikupljanja podataka usporedite pojedine opcije s
obzirom na cilj same proslave i realne mogucnosti (troSkove, potrebni prostor,
vrijeme, angazman, pomo¢ drugih osoba itd.) te odaberite najpovoljniju.

Analizirajte postojecu situaciju (vrijeme provedeno u ucenju, predznanje, paZznja na
satu, pisanje zadaca, ponavljanje, redovito ili povremeno ucenje i sl.). Na temelju ovih
pokazatelja uocit Cete razloge slabijeg uspjeha kao i nafine poboljSanja (trebate vise
vremena posvetiti u¢enju ili potraziti pomo¢ ili vise ponavljati i vjezbati itd.).

Navedite vlastite ideje. Jedan od nacina je da se na nekoliko (npr. 10) razli¢itih mjesta
u $umi prebroje stabla na odredenoj povrsini (npr. 20 stabala na 35 m?, 15 stabala na
50 m?, itd.), izra¢una prosjeéna gustoc¢a (broj stabala na zadanu jedinicu povrsine) te
pomnoZzi sa povr§inom Sume.

Navedite vlastite ideje. Jedan od nacina je da se ulovi i markira (oznaci) odredeni broj
riba (M) koje se puste natrag na razli¢itim mjestima u jezero. Nakon nekog vremena

na viSe mjesta ponovimo ulov. Od ukupnog broja ulovljenih riba (u) odredeni broj je
markiram (m) . Ukupan broj riba u jezeru (x) dobijemo iz razmjera x: M =u:m.
Razradite vlastite ideje.



UREDIVANIJE | PRIKAZIVANJE PODATAKA

Nakon sto se prikupe podaci u skladu sa definiranim predmetom i ciljem istrazivanja prelazi
se na njihovu obradu. Prvi korak u obradi podataka je uredivanje i1 prikaz podataka. U tu svrhu
se najviSe koriste metode grupiranje podataka prema vrstama i oblicima obiljeZja i ciljevima
analize te tabelarni i graficki prikaz. Navedeni prikazi omogucéuju pocetnu (vizualnu ali i
kvantitativnu) analizu podataka koja je u mnogim sluc¢ajevima i dovoljna.

STATISTICKI SKUPOVI | NIZOVI

Ako Zelimo analizirati neku pojavu prvo treba izdvojiti jedinice (elemente) koji reprezentiraju
promatranu pojavu 1 time formirati statisticki skup. Svi elementi statistickog skupa
medusobno su jednaki po op¢im svojstvima ali se mogu razlikovati po pojedina¢nim
svojstvima (obiljezjima). Iz tako dobivenog skupa mozemo formirati nove skupove
(podskupove ili grupe) po odredenim pravilima (zahtjevima) ovisno o obiljeZju koje Zelimo
analizirati. Grupe mogu biti medusobno disjunktne §to je i najcesci slucaj a mogu sadrzavati
sve elemente polaznog skupa (deskriptivni pristup) ili samo neke — uzorak (inferencijalni
pristup. Iz tih grupa moZemo nastaviti dalje izdvajanje. Na taj nacin statisticke skupove
mozemo formirati na razliCitim razinama ovisno o potrebama i ciljevima analize (slika 1).
Osnovna metoda koja se pri tome Koristi je grupiranje podataka prema definiranim pravilima
te vrstama i oblicima obiljezja. Dobiveni skupovi mogu se po potrebi urediti po nekom
pravilu (redoslijedu) u statisticki niz (rastuci, padajuci, abecedni, kronoloski itd.). Dakle,
razlika izmedu skupa i niza je u tome $to u skupu nije bitan redoslijed podataka a u nizu jest.
Tako je na primjer skup {1,2,x,y} jednak skupu {1,2,y,x} i takoder skupu {y,2,x,1} itd.,
dok je niz 1,2, x, y razli¢it od niza 1,2, y, X te su ova oba niza razli¢ita od 2,x,1,y itd. Prema

tome, niz je skup na kome je definiran uredaj medu elementima.

Postupcima izdvajanja i grupiranja velik broj pojedina¢nih podataka sazima se u manji broj
grupa pri ¢emu su svi podaci u istoj grupi jednakog ili slicnog obiljezja.

: Primjer 2. Ako zelimo analizirati strukturu stanovni$tva neke Zupanije tada :
temeljni skup ¢ine svi stanovnici koji Zive (prijavljeni su) na teritoriju te Zupanije.
To je ujedno statisticki skup iz kojeg izdvajamo grupe sa istim obiljezjima (npr.
predskolska djeca, Skolarci — osnovna 1 srednja Skola, studenti, zaposleni,
Enezaposleni, umirovljenici itd.). Ako nadalje Zelimo analizirati strukturu skupa
zaposlenih osoba moZemo izdvojiti zaposlene u javnom i privatnom sektoru, iz tih
skupova mozemo izdvojiti zaposlene u proizvodnim i usluznim djelatnostima koje
Edalje mozemo dijeliti na zaposlene u poljoprivredi 1 industriji zatim trgovini,
: ugostiteljstvu, obrazovanju itd. :
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ZADACI

1. Jedna osnovna $kola koja ima 16 razrednih odjeljenja (I-VIII razred u A i B smjeni)
organizira posjet muzeju za 4 odjeljenja. Definirajte nekoliko pravila po kojima cete
izdvojiti ta 4 odjeljenja.

2. Definirajte nekoliko pravila po kojima ¢ete u vaSem razredu formirati dvije ekipe za
sportsko natjecanje. Uredite svaku tako formiranu ekipu u niz.

3. Navedite nekoliko razina za formiranje statistickih skupova ako je polazni skup javni
putnicki prijevoz. Koja obiljezja ovdje mozemo analizirati?

4. Iz skupa rije¢i {pada, ide, trava, sat, vrijeme, stoji, kisa, raste} formirajte jedan ili viSe
nizova.

5. Koliko se razli¢itih skupova a koliko nizova moze formirati od ova cetiri elementa:
4, 0, -1, 2/3? Medu njima izdvojite rastuci i padajuéi niz.

6. U nekoj trgovini prodaju se mlijeCne ¢okolade, Cokolade sa ljeSnjacima i rizom

(oznake M, L i R) od 100, 200 i 300 grama (oznake 1,2 i 3). Uvidom u ispis blagajne
tokom jednog dana prodaja je tekla ovako (kronoloski statistic¢ki niz):
M3, L1, L2, M1, M1, R3, L2, R1, R2, R1, M2, L3, M3, L1, R1. R1, R1, M2, L1, L3,
R1, M3, R2, L2, L1, R3, R1, M1, M2, M3, R2, M2, R]1, L1, R1, L1, M3, R1, L2, L3,
M1, M3, R2, R2, L3, M3, M1, R2, M2, M1, R2, R2, L3, R3, M1, R3, M1, R1, R1, L1.
Pregledno prikaZite navedeni ukupni promet tako da su jasno vidljivi pojedini
podskupovi (iste vrste i jednake koli¢ine).



RJESENJA

1. Najmladi i najstariji (oba prva i oba osma razreda), zavrsni razredi (oba sedma i oba
osma razreda), pocetni razredi (oba prva i oba druga razreda), nizi razredi iste smjene
(I-IV smjene A ili smjene B), visi razredi iste smjene (V-VIII smjene A ili B) itd.

2. Ekipe mogu obuhvatiti sve u¢enike u razredu ili samo neke (uzorak). Muska i zenska
ekipa, ekipe formirane prema mjestu stanovanja, prema uspjehu, prema abecedi,
prema Zeljama i dogovoru, prema zahtjevu nastavnika itd. Grupe mozemo formirati u
niz prema abecedi, visini, snazi, ulogama u ekipi, dogovoru itd.

3. Prva razina: zra¢ni, vodeni i kopneni prijevoz. Za npr. kopneni druga razina je
zeljeznicki 1 cestovni prijevoz. Za cestovni treca razina je autobusni, tramvajski i taxi
prijevoz. Mozemo nastaviti 1 dalje: Cetvrta razina no¢ni i dnevni prijevoz, peta
redovite i izvanredne linije itd. Obiljezja: kapaciteti, broj prevezenih putnika, broj
linija, vremenski raspored, redovitost (kasnjenje), cijena itd.

4. Mozemo formirati jedan niz npr. po abecedi, po broju slova u rijeci i sl. ili ih grupirati
u dva niza npr. niz glagola i niz imenica po abecedi. Mozemo takoder grupirati
imenice 1 glagole u jedan niz npr. kiSa pada, trava raste, vrijeme ide, sat stoji.

5. Samo jedan skup a 4-3-2-1=24 niza pri ¢emu je —1,0,2/3,4 rastuéi (uzlazni), dok je
4,2/3,0,—1 padajudi (silazni) niz.

6. Saslusati ideje ucenika. Jedan od nacina je tabelarni prikaz, npr.

Cokolade 100 g 200 g 300 g Ukupno
mlijecna 8 5 7 20

sa ljeSnjacima 7 4 5 16
sa rizom 12 8 4 24

ODNOS DVAJU PODATAKA

Promatrajué¢i svijet oko sebe uocavamo stalne promjene. Tocnije receno stvari, pojave i
dogadaje spoznajemo upravo po njihovim promjenama. Promatramo li kako se neka pojava
mijenja tokom vremena ili je usporedujemo sa drugom pojavom dolazimo do dubljih spoznaja
0 njezinoj prirodi 1 svojstvima. Kao §to smo ve¢ spomenuli neke promjene su kvalitativne
naravi dok ih je veéina kvantitativne naravi. Kvantitativna svojstva i njihove promjene
mozemo myjeriti kvantitativnim mjernim jedinicama i izraZavati realnim brojevima. To nam
omogucuje njihovu usporedbu, analizu i izvodenje odredenih zakljucaka. Za bilo kakvu
usporedbu ili analizu kljuéno je imati bar dva razlicita stanja (dvije razli¢ite vrijednosti)
pojave koju promatramo. Na primjer kad bi vrijeme stalno bilo vedro a temperatura stalno ista
ne bi postojala potreba za analizom vremena i davanjem vremenskih prognoza. Pojava bi bila
stalno ista (konstantna) i ne bi imali $to analizirati i usporedivati. Uz postojanje bar dviju
razli¢itih vrijednosti analiza moze poceti.

Temelj svake analize je medusobna usporedba dvaju podataka. Ako se radi o kvalitativnom
obiljezju usporedba (ukoliko je provediva) uglavnom proizlazi iz prakti¢nih razloga i



subjektivne je naravi (crveno ili plavo, desno ili lijevo, plasti¢no ili metalno, itd.). Vaznija je i
najcesca usporedba obiljezja sa pridruzenim numerickim vrijednostima a koja je objektivne
naravi, Odnos dvaju istovrsnih numeri¢kih podataka x i y najcesce se izrazava apsolutnim
iznosom (razlikom x—vy ili y—x koja pokazuje za koliko je jedan podatak ve¢i ili manji od
drugog) ili relativnim iznosom (kvocijentom x/vy ili y/x koji pokazuje koliko puta je jedan
podatak ve¢i ili manji od drugog). Oba nacina izraZzavanja imaju svoje prednosti ovisno o
situaciji koju promatramo.

Prlmjer 3. Cijena proizvoda A je 2 kune a proizvoda B 200 kuna. Ako svaki od
n]lh poskupi 1 kunu, koji je poskupio vise?

Ako zelimo kupiti proizvod A ili B po novoj cijeni platit ¢emo 1 kunu viSe nego prije
poskupljenja. Sa tog stajaliSta apsolutno poskupljenje za A 1 B je jednako. Sa relativnog
stajaliSta, u odnosu na postojecu cijenu, o€ito nije. Naime, relativno poskupljenje je

A: 1=0.5=50%, B: i=0.005=0.5%.
2 200

Vidimo da je poskupljenje proizvoda A sa 2 na 3 kune vrlo veliko (50%) dok je poskupljenje
proizvoda B sa 200 na 201 kunu samo 0.5% (100 puta manje nego za A) a $to vjerojatno
neéemo ni primijetiti. Relativni iznos je u ovom primjeru bolji pokazatelj.

Prlmjer 4. Od ukupnog broja stanovnika je 60% zenskih 1 40% muskih osoba. :
: - Koliko zenskih osoba ima vise u odnosu na muske? :

Na temelju zadanih relativnih iznosa ne moZemo odgovoriti na ovo pitanje. Potrebno je

poznavati 1 apsolutne iznose. Naime broj Zenskih osoba moZe biti 3 od 5 ili 60 od 100 ili
12000 od 20000 itd.

U skladu sa ovim razmatranjima imamo sljedec¢u definiciju.

DEFINICIJA 1. NEKA JE x ZADANI (REFERENTNI) PODATAK IZRAZEN
KAO REALNI BROJ. APSOLUTNA | RELATIVNA UDALJENOST ILI
ODSTUPANJE NEKOG DRUGOG PODATKA y OD PODATKA x JE

A(x,y)=y—x (apsolutna),  5(x,y) =

Axy) _y-x
X

_ (relativna).
X X

PRI TOME RELATIVNA UDALJENOST NIJE DEFINIRANA ZA x=0.

Vidimo da je apsolutna udaljenost izraZena u istim mjernim jedinicama kao 1 promatrani
podaci dok je relativna neimenovani broj pa se obi¢no izraZzava u postocima. Relativna
udaljenost pokazuje udaljenost po jedinici promatranog podatka (veli¢ine). Ovo znacenje
dolazi do izraZaja kad promatramo promjenu neke veliine. Primijetimo da su navedene
udaljenosti funkcije dviju varijabli, A(x,y) i 6(x,y). Ako je iz konteksta jasno na koje

podatke se udaljenosti odnose varijable se mogu i izostaviti (piSemo samo A i ).



Apsolutna i relativna udaljenost moze biti pozitivna, negativna ili nula. Apsolutna udaljenost
je pozitivna ako se usporedba vr$i sa vecom vrijednoséu (y>x), negativha za manju

vrijednost (y < x) a nula za jednaku (y = x). Sli¢no za relativnu udaljenost ako je referentna
vrijednost pozitivna (x > 0) a u protivnom obrnuto. To ne treba mijesati sa pojmom apsolutne
vrijednosti realnog broja koja nikad nije negativna (|-3/=3, |4/=4, [0|=0). Ako nas ne
zanima smjer (predznak) udaljenosti tada je dovoljno promatrati samo njenu veli¢inu,
apsolutnu vrijednost apsolutne udaljenosti |A| ili apsolutnu vrijednost relativne udaljenosti |5 |

Iz definicije 1 slijedi

Sto znaci da je apsolutna udaljenost od y do x iste veli¢ine ali suprotnog smjera (predznaka)
kao apsolutna udaljenost od x do y, dok odnos relativnih udaljenosti ovisi 0 omjeru
promatranih podataka y/x. Ako je neka od ovih udaljenosti poznata tada iz definicije 1
dobivamo izraze za referentni podatak x kao i za podatak y sa kojim ga usporedujemo,

y=X+A, X=Yy—A, @
y=(1+8)x  x=—1. @)

U praksi je vrlo Cesto poznata samo gornja granica (ograda) A ili R za ove udaljenosti (
|A|< A'ili |5|<R). U tom sludaju imamo

X—ALy<x+A
A|<A = —A<A<A = —-A<y-x<A = (3)
y—A<Xx<y+A

Kod relativne udaljenosti vrijedi

y I-R)x<y<(1+R)x

|5|]<R = -R<6<R = -R<Z-1<R =< y
X —_<x<——

y 4)
1+R 1-R

za X>0.Akoje x<0 uizrazimaza x i y sve znakove < treba zamijeniti sa >.

Navedene udaljenosti imaju vrlo Siroku primjenu u praksi. Koristimo ih kod usporedbe
podataka, kod pracenja promjena neke veli¢ine, npr. kod postotnog, promilnog, kamatnog
racuna i sl. (apsolutna i relativna promjena ili prirast) te kod aproksimacije to¢nih podataka
pribliznim, npr. zaokruzivanje brojeva, priblizno ra¢unanje u kona¢noj aritmetici racunala i sl.
(apsolutna i relativna pogreska).



ZADACI

1. Napisite detaljan izvod formula (1), (2), (3) i (4) sa svim koracima.

2. Odredite apsolutnu i relativnu udaljenost broja 5 od broja 50 te zatim broja 50 od broja
5. Objasnite dobivene rezultate.

3. Zaokruzite razlomak 16/33 prvo na Cetiri a zatim na jednu decimalu te odredite
apsolutne i relativne greske zaokruzivanja.

4. Ako smo kod prepisivanja broja 4.222 zabunom izostavili jednu dvojku, koliku smo
relativnu pogresku napravili? Isto pitanje za broj 4222.

5. Koji je radun to¢niji: 10.00022 ~100 ili /3 ~1.732 ?

6. Ako neki broj razli¢it od nule aproksimiramo nulom, kolika je relativna greska
aproksimacije?

7. Ako je apsolutna greska —0.05 a relativna —0.0002 kolika je to¢na vrijednost?

8. Sljede¢i brojevi dobiveni su zaokruzivanjem na posljednju zadrzanu znamenku: 4.805,
1.7, 23. Sto mozemo reéi o toénim vrijednostima?

9. U kojem se intervalu nalazi priblizna vrijednost ako je toCna vrijednost 4950 a
relativna greSka nije veca od 10%? Isto pitanje za tocnu vrijednost ako je 4950
priblizna vrijednost.

10. Procijenili smo da ¢e nogometnom derbiju prisustvovati priblizno 24000 navijaca.
Ako greska nase procjene nije vec¢a od 20%, u kojim je granicama toc¢an broj navijaca?

11. Nakon poskupljenja od 5% cijena nekog proizvoda je 252 kune. Kolika je cijena bila
prije poskupljenja?

12. Ako cijenu pove¢amo za 7% a zatim novu cijenu nakon nekog vremena smanjimo za
7%, §to se u stvari dogodilo sa polaznom cijenom?

13. Povecamo li pocetni iznos za neki postotak (8), za Kkoji postotak treba smanjiti
novonastali iznos da se dobije pocetni? Interpretirajte dobiveni rezultat na primjeru
PDV-a.

14. Na nabavnu cijenu neke robe odobrava se 5% popusta, zatim se obracunava 8% marze
i 25% PDV-a. Ako je prodajna cijena te robe 256 kuna i 50 lipa, kolika je nabavna
cijena?

15. Neko trgovacko poduzece ima 4 prodajne jedinice €iji je udio u ukupnim prihodima
redom 20%, 25%, 15% i1 40%. Ako se prihodi prve jedinice povecaju za 3%, druge
smanje za 4% a tre¢e povecaju za 2%, kako treba poslovati Cetvrta prodajna jedinica
pa da se ukupni prihodi poduzeca povecaju za 2%?

16. Srednja udaljenost Mjeseca od Zemlje iznosi 384385 km a najvece odstupanje od te
udaljenosti je £5.494231%. Kolika je najveca (apogej) i najmanja (perigej) udaljenost
Mijeseca od Zemlje te kolika je razlika tih dviju udaljenosti?

17. Ako 15000 EUR oroc¢imo uz 4% godisnjih kamata koliko ¢emo imati za 10 godina?

18. Za koje vrijeme se pocetna glavnica uz 4% godisnjih slozenih kamata udvostruci?

19. Ako danas na Stednji imamo 20000 EUR, koliko smo ulozili prije 10 godina ako je
godisnja kamatna stopa bila 6% prve dvije godine, 5% sljedece tri 1 4% zadnjih pet?

20. Za gradnju temeljne ploce nebodera oblika kvadra prema planiranim dimenzijama
trebalo bi 5000 m® betona. Zbog naknadno utvrdenih lo§ih svojstava podloge
odluceno je povecati dubinu ploce za 10%, Sirinu za 12% te smanjiti duZinu za 5%.
Koliko betona treba za plocu sa ovako promijenjenim dimenzijama?

RJESENJA
1. Izvodi su elementarni. Prilikom prebacivanja ¢lanova preko znaka (ne)jednakosti treba

paziti na promjenu predznaka a prilikom mnoZenja sa nazivnikom x (formula (4))



10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

treba razlikovati slucajeve X <0 kada znakovi nejednakosti mijenjaju smjer odnosno
x>0 kada ostaju isti.

Broj 5 je udaljen od broja 50 za A=-45 ili za 6 =-0.9=-90% a broj 50 od broja 5
za A=45ili za 6 =9=900%. Naime, ako referentni broj 50 smanjimo na 5 smanjili
smo ga za 45 ili za 90% (negativni predznak promjene). Slicno, ako referentni broj 5
povecamo na 50 povecali smo ga za 45 ili za 900% (pozitivni predznak promjene).

X=16/33=0.484848...~0.4848=y = A=-4.848...-10°, 6 =—10"* =-0.01%;
x=16/33=0.484848...~05=y = A=0.0151515..., 6 =0.03125 =3.125%.

Za x=4.222, y=4.22 imamo 6 =-0.0004737...~-0.047% a za x=4222, y =422
je 6 =-0.90004737...~—-90%.

Usporedimo apsolutne vrijednosti relativnih pogreSaka racunanja. Za prvi racun je
|6/ =3.99988...-10° a za drugi || =2.93337...-10™° pa je drugi to¢niji.

16)=/2=%| =1=100%.
X
5= & x=2- 0% o
X 5 -0.0002

Kod zaokruzivanja (prema najblizem broju) apsolutna vrijednost apsolutne pogreske
ne smije prelaziti polovicu vrijednosti posljednje zadrzane znamenke u zaokruzenom
broju. Kako je u zaokruzenom broju y=4.805 posljednja zadrzana znamenka

tisuéinka imamo |A|<0.5-10°=0.0005=A , pa iz formule (3) slijedi
48045<x<4.8055 . Slicno za y=17 imamo A=05-10"=0.05 pa je
1.65<x<1.75.Za y=23 je A=0.5-10°=0.5 paje 225<x<23.5.

Koristimo formulu (4). Prvo je x=4950 i R=10%=0.1 pa je 4455<y <5445 a
zatim je y=4950 i R=10%=0.1 pa je 4500 < x <5500.

Koristimo formulu (4): y=24000, R =20%=0.2 = 20000 < x <30000.

Za postotnu promjenu neke veli¢ine koristimo formulu (2). Imamo y=252 ,
0 =5%=0.05 paje x=y/(@+35) =240 kuna.

C@+0.07)(2-0.07)=C(1+0) = 6 =-0.0049 =-0.49% . Nakon ove dvije promjene
polazna cijena je smanjena za 0.49%.

X(L+0)l-¢g)=x = 1—(9:i = g:i (umjesto 1-& mozemo staviti 1+¢
1+06 1+06

pa dobivamo & =-5/(1+5) a §to znaci smanjenje). Za 6 =0.25 je £=0.2 (PDV je
25% nabavne cijene a 20% prodajne cijene).

NC-0.95-1.08-1.25=PC = NC-1.2825=256.50 = NC =200 kuna.
20-1.03+25-0.96+15-1.02+40-(1+6) =100-1.02 = 40-(1+95) =421 =

0 =0.0525=5.25%.

384385 (1+0.05494231) = 405504 i 363266 km. Razlika je 42238 km.

Na orocenu Stednju kamate se pripisuju glavnici na kraju svakog razdoblja (godine) a
obracunavaju se u odnosu na glavnicu sa pocetka tog razdoblja (sloZzeni kamatni
racun). Ako je p kamatna stopa te C, pocetna a C,C,,... vrijednost glavnice nakon

prvog, drugog, ... razdoblja, imamo: C, =C ,(1+ p), C, =C,(1+ p)=C,(1+ p)?, ... i



opcenito, nakon n razdoblja, C, =C,(1+ p)" . Dakle za C,=15000, p=0.04 i
n=10 imamo C,, =15000-1.04" = 22203.66 EUR.

log 2
18. C. =2C C,-(1+p)"=2C 1+p)'=2 => n=—J"
»=2C, = Cy-(1+p) o = (1+p) = TS

Za p=0.04 je n~17.673 godina.

19. C,-1.06°-1.05%-1.04°> =20000 = C,=12638.15 EUR.

20. Ako je x duzina ploce, y Sirina a z dubina, imamo xyz =5000, pa je
0.95x-1.12y-1.1z =1.1704xyz =1.1704-5000 = 5852 m® betona.

KVALITATIVNI PODACI

Kvalitativna (kategorijalna) obiljeZja mogu biti nominalna (atributna i geografska) 1 uredajna
(obiljezja ranga). IzraZavaju se opisno a ako su izrazena brojcano nisu moguce racunske
operacije sa tim brojevima (npr. razred, stupanj stru¢ne spreme, kuéni broj itd.). Pripadni
statisticki skup uredujemo grupiranjem podataka prema vrsti obiljezja. Za svaku vrstu
obiljezja formiramo jednu grupu podataka. Ukupan broj podataka u skupu (nizu) nazivamo
opseg skupa a broj podataka u pojedinoj grupi apsolutna frekvencija te vrste obiljezja
(veli¢ina grupe). Dakle, ako se skup sastoji od k medusobno disjunknih grupa sa apsolutnim
frekvencijama f, f,,..., f, tada je zbroj svih apsolutnih frekvencija jednak opsegu skupa,

Kk
f+f,+.+f =N [Zfi:Nj. (5)
i=1

Omijer pojedine apsolutne frekvencije i opsega skupa nazivamo relativna frekvencija. Uz
navedene oznake za relativne frekvencije p, vrijedi

f . <
pizﬁ', i=12,..,k = p+p,+..+p =1 (Zpizl} (6)
i=1

Vidimo da se relativne frekvencije uvijek nalaze u intervalu [0,1] pa se najéeSc¢e izrazavaju u
postocima. Opcenito se u statisti¢koj analizi vrlo ¢esto koristi omjer (kvocijent) dviju veli¢ina
koje ima smisla medusobno dijeliti. TO Su statisticki omjerni brojevi (razliCite vrste
indikatora, koeficijenata, statistiCkih pokazatelja, stopa, prosje¢nih veli¢ina, relativnih brojeva
itd.), kao $to su na primjer: gusto¢a naseljenosti, BDP po stanovniku, koeficijent pokrivenosti
uvoza izvozom, prosjecna placa, kamatna stopa, stopa inflacije, prosjecna ocjena, indeksi itd.
Jedna vrsta omjernih brojeva koji se Cesto koriste u analizi kvalitativnih podataka su indeksi
niza kvalitativnih podataka. To su omjeri apsolutnih frekvencija sa zadanom baznom
veli¢inom,

f, .
lL=—, 1=12,..Kk. 7
2 U



Ovisno o izboru bazne veli¢ine B indeks moze biti manji, jednak ili ve¢i od 1 a najcesée se
izrazava u postocima (mnozi sa 100). Pri tome bazna veli¢ina uvijek ima indeks 1 (100%),

Uredeni i grupirani podaci pregledno se prikazuju u statistickim tabelama. Tabele mogu
posluziti za prvi korak u analizi podataka, npr. pracenjem 1 usporedivanjem frekvencija
uocavamo strukturu promatrane pojave. Po potrebi mogu se izracunati i tabelirati i odredeni
omjerni brojevi. Slijede¢i korak je graficki prikaz podataka koji omogucuje vizualni uvid u
strukturu pojave. U upotrebi su raznovrsni graficki prikazi od kojih su najcesc¢i povrsinski
dijagrami (jednostavni, dvostruki, razdijeljeni i strukturni stupci, dijagram indeksa,
proporcionalni krugovi, strukturni krugovi i polukrugovi) zatim slikovni dijagrami i statisticke
karte. Upoznajemo ih kroz konkretne primjere.

Srbija, Rumunjska, Austrija i Gréka) u tabeli 1 dani su podaci za povrSinu, broj
stanovnika, broj gradskog stanovnistva i BDP (izvor Wikipedia, 2015). Prikazimo i
analizirajmo dane podatke razli¢itim grafi¢kim metodama. :

Povrsina (km?)  Stanovnistvo Gradsko BOP (milijarde
stanovnistvo USD)

HRVATSKA 56.594 4.284.889 2.476.666 59,9
SLOVENIJA 20.273 2.061.085 1.028.481 43,0
BIH 51.197 3.871.643 1.870.004 19,1
MADARSKA 93.030 9.877.365 6.864.769 145,2
SRBIJA 88.361 7.209.764 4.066.307 42,6
RUMUNJSKA 238.391 19.942.642 10.529.715 215,3
AUSTRIJA 83.879 8.602.112 5.823.630 389,6
GRCKA 131.957 10.815.197 6.640.531 207,0

Tabela 1. Odabrane zemlje regije

Uobicajeni nacin prikazivanja kvalitativnih podataka je pomocu povrsinskih dijagrama.
PovrSine odabranih geometrijskih likova proporcionalne su frekvencijama (apsolutnim ili
relativnim). Najjednostavniji prikaz je dijagram odvojenih uspravnih ili polozenih stupaca
istih baza (plos$ni — pravokutnici, trokuti ili trodimenzionalni — kvadri, valjci, piramide, stoSci
isl.). Kako su im iste baze frekvencije su predocene njihovim visinama.

Iz prikazanih dijagrama na slici 2 moZemo analizirati odnos apsolutnih iznosa (frekvencija)
promatranih veli¢ina (povrSine, broja stanovnika itd.) po pojedinim obiljeZjima (zemljama

regije).
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Slika 2. Prikaz jednostavnim uspravnim i poloZenim stupcima

Za usporedbu dvaju ili vise kvalitativnih nizova (kao i za usporedbu razdijeljenih frekvencija
istog niza) mozemo Koristiti dijagram dvostrukih ili visestrukih stupaca. Pri tome je prirodno
usporedivati ista obiljezja izrazena u istim mjernim jedinicama. U naSem primjeru
prikazujemo apsolutnu strukturu stanovnistva (gradsko i seosko) dijagramom dvostrukih
stupaca te relativnu strukturu dijagramom razdijeljenih stupaca (slika 3). U tu svrhu definirali
smo relativne pokazatelje (statistiCke omjerne brojeve) urbanost i ruralnost,

broj gradskog stanovniStva
ukupan broj stanovnika

urbanost =

,  ruralnost =1-urbanost,

koje smo izrazili u postocima (tabela 2).

Apsolutna struktura stanovnistva
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Relativna struktura stanovnistva
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Slika 3. Prikaz dvostrukim i razdijeljenim strukturnim stupcima

Urbanost  Ruralnost Gustoca Indekf:i BDP po Indelsi BDP

(%) (%) naseljenosti na'i,:;?:jsti stanovniku s tanzSniku

HRVATSKA 57,80 42,20 75,7 100,0 13979 100,0
SLOVENIA 49,90 50,10 101,7 134,3 20863 149,2
BIH 48,30 51,70 75,6 99,9 4933 35,3
MADARSKA 69,50 30,50 106,2 140,3 14700 105,2
SRBLA 56,40 43,60 81,6 107,8 5909 42,3
RUMUNISKA 52,80 47,20 83,7 110,5 10796 77,2
AUSTRUA 67,70 32,30 102,6 135,5 45291 324,0
GRCKA 61,40 38,60 82,0 108,3 19140 136,9

Tabela 2. Relativni pokazatelji za odabrane zemlje regije

Za detaljniju analizu naseljenosti i gospodarske razvijenosti navedenih zemalja promatrat
¢emo i relativne pokazatelje gustoce naseljenosti te BDP po stanovniku,

gustoc¢a naseljenosti = broj stanovnika ,  BDP po stanovniku = BDP

e . . b
povrsina broj stanovnika

a koji su takoder navedeni u tabeli 2. Prikazujemo ih dijagramom jednostavnih stupaca (slika
4) i dijagramom indeksa (slika 5). Za bazni indeks uzeli smo podatak za Hrvatsku (B ) te na
temelju podataka za pojedine zemlje ( f,) izraunali indekse ( I,) formulom (7) (tabela 2).
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Slika 4. Dijagrami jednostavnih stupaca gustoce naseljenosti i BDP po stanovniku
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Slika 5. Dijagrami indeksa gustoce naseljenosti i BDP po stanovniku

Ovakvi razli¢iti naini prikazivanja omogucuju nam analizu sa razliitih aspekata Cime
dobivamo cjeloviti uvid u promatranu situaciju. Tako na primjer iz slike 5 mozemo uoditi
losiju gustocu naseljenosti i prosje¢nu ekonomsku razvijenost Hrvatske u odnosu na ostale
promatrane zemlje regije. Za navedene medusobne odnose imamo tocne kvantitativne
pokazatelje. Primijetimo da stupci na dijagramu indeksa u stvari predocuju relativno
odstupanje (udaljenost) vrijednosti promatrane veli¢ine od bazne vrijednosti pa ga nazivamo i
dijagram relativnih odstupanja. Pri tome stupci sa gornje strane bazne razine predocuju
pozitivno a sa donje strane negativno odstupanje. Napomenimo da se na isti nain mogu
prikazati i apsolutna odstupanja (dijagram apsolutnih odstupanja).

Ako broj stanovnika ili BDP pojedine zemlje ( f,) promatramo u odnosu na ukupan broj
stanovnika (66664697) ili ukupan BDP (1121.7) svih promatranih zemalja ( N ) analizu
mozemo provesti I pomocu strukturnih geometrijskih likova (krugovi, pravokutnici i sl.) ili
tijela (valjci, prizme i sl.). Tu je frekvencija obiljezja proporcionalna povrsini ili volumenu
onog dijela lika ili tijela koji tu frekvenciju predstavlja. Ako je L dimenzija strukturnog lika
ili tijela u smjeru koje se struktura prikazuje (duljina, visina, opseg, povrsina, volumen i sl.) a
|, dimenzija onog dijela kome pripada frekvencija f; tada je, u skladu sa ranijim oznakama,

L:L=f:N = I.=%~L=pi~L, i=12,..,k. (8)

Najcescée se koriste strukturni krugovi ili valjci. Pri tome svakoj pojedinoj frekvenciji
odgovara kruzni isjecak pa je u formuli (8) I. sredisnji kut tog isjecka a N =360°.
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Slika 6. Strukturni krugovi broja stanovnika i BDP-a
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Slika 7. Strukturni pravokutnici broja stanovnika i BDP-a



Strukturni likovi i tijela koriste se i za vizualnu i kvantitativnu usporedbu struktura dviju ili
viSe veli¢ina. Tako na primjer iz slike 6 ili 7 uo€avamo visok stupanj ekonomske razvijenosti
Austrije (mali udio stanovnistva a veliki udio BDP-a) u odnosu na ostale promatrane zemlje
regije (osobito Rumunjsku, Srbiju i BiH) kod kojih je odnos udjela stanovnistva i BDP-a
suprotan.

Od ostalih nacina prikazivanja navodimo dijagram proporcionalnih krugova (ili nekih drugih
likova — kvadrata, pravilnih trokuta, Sesterokuta i sl.). Njihove povrSine su proporcionalne

frekvencijama, r’z:riz:..itiz="f:f, . f paje ninin =Jfff 0 . Ako
fiksiramo jedan polumjer, npr. r; (obi¢no je to polumjer pridruZzen najmanjoj ili najvecoj
frekvenciji), tada za ostale vrijedi

ri:rj.:\/1‘_i:\/1°_j = L=T- % 1=12,..k.

i

Napomenimo da ova formula vrijedi kako za polumjere krugova tako i za stranice bilo kojeg
pravilnog mnogokuta (trokuta, kvadrata, peterokuta, Sesterokuta itd.). Na ovaj je nacin na slici
8 prikazana povrSina promatranih zemalja u regiji gdje smo zadali polumjer najmanjeg kruga
koji predstavlja povrsinu Slovenije (4 mm).

AUSTRUA MADARSKA

. é RUMUNISKA
HRVATSKA Q

SLOVENUA —
" ) ‘ SRBUA

GRCKA

Slika 8. Prikaz povrsine proporcionalnim krugovima

Ponekad se za prikazivanje kvalitativnih podataka koriste i slikovni dijagrami (piktografi)
koje cesto nalazimo u medijima. Odaberemo sli¢icu (znak ili simbol) koja podsjeca na
podatke koje prikazujemo. Svaka takva sli¢ica predocuje to¢no odredeni broj podataka
definiran u tumacu znakova.
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Slika 9. Slikovni dijagram broja stanovnika

Dijagrami proporcionalnih geometrijskih likova i slikovni dijagrami mogu se ukomponirati u
zemljopisne karte ¢ime nastaju statisticke karte (kartogrami ili dijagramske karte).
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* =500 000 stanovnika

Slika 10. Statisticka karta broja stanovnika



One prikazuju geografska obiljezja promatranih veli¢ina (struktura stanovniStva, gospodarski
pokazatelji, klimatski parametri, resursi itd.). Osim likova i sli¢ica za prikaz frekvencija mogu
se koristiti i tocke, sjencanja ili boje.

ZADACI

1. U proratunu nekog grada predvideno je 260 milijuna kuna za investicije u tekucoj
godini. Od toga je 117 milijuna namijenjeno izgradnji cesta. Ako investicije
prikazujemo strukturnom prizmom visine 8 cm, Kkolika visina pripada iznosu
namijenjenom za izgradnju cesta? Isto pitanje za sredisnji kut kruznog isjeCka ako
investicije prikazujemo strukturnim krugom ili valjkom.

2. lzmjerite povrSine pojedinih prostorija u vasem stanu ili ku¢i (hodnik, sobe, kuhinja,
kupaonica itd.) te ih prikazite strukturnim krugom (valjkom). Usporedite medusobno
dobivene prikaze.

3. Promatranu pojavu koja ima dva obiljezja jednakih frekvencija prikazujemo
strukturnim trokutom. Na kojoj visini trebamo povuéi razdjelnicu paralelnu sa
osnovicom trokuta?

4. Prikupite podatke o opéem uspjehu ucenika vaSeg razreda na kraju 8. razreda osnovne
Skole te 1.1 2. razreda srednje Skole. Strukturnim pravokutnicima vizualno usporedite
te uspjehe.

5. Rezim zdrave prehrane prikazan je povrSinskim dijelovima trokuta iste visine na slici
11. Odredite postotne udjele pojedinih vrsta namirnica u tom rezimu prehrane.
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Slika 11. Struktura zdrave prehrane

6. Rezim zdrave dijetne prehrane prikazan je volumnim dijelovima piramide iste visine
na analogni nacin kao u prethodnom zadatku. Odredite postotne udjele pojedinih vrsta
namirnica u tako definiranoj dijetnoj prehrani.

7. Dijagramom jednostavnih stupaca prikazite distribuciju datuma rodenja ucenika vaseg
razreda po mjesecima u godini.

8. Prikupite podatke o broju stanovnika nekoliko gradova ili mjesta u vasoj op¢ini ili
zupaniji 1 prikazite ih dijagramom jednostavnih stupaca i dijagramom indeksa (za
baznu veli¢inu uzmite broj stanovnika vaSeg mjesta).
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Dijagramom dvostrukih stupaca prikazite odnos cijene i broja stranica nekoliko
izabranih Casopisa.

Jednim strukturnim krugom prikazite povrsine kontinenata a drugim mora i oceana.
Povrs$ine krugova neka budu proporcionalne kopnenoj i vodenoj povrsini Zemlje.
Dijagramom indeksa prikazite gustoée nekoliko tvari npr. zrak, pluto, led, voda,
zemlja, aluminij, Zeljezo, olovo, ziva, zlato, platina i sl. Za baznu veli¢inu uzmite
gustoéu vode 1000 kg/m?>.

Odaberite nekoliko istovrsnih proizvoda te dijagramom visestrukih stupaca usporedite
relativni udio glavnih sastojaka, npr. uzmite 3-5 vrsta ¢okolade, pogledajte sastav te
dijagramom trostrukih stupaca prikazite relativni (postotni) udio za kakao, Secer i
mlijeko.

Ova knjiga ima pet poglavlja. Odredite relativni udio (relativnu frekvenciju) broja
stranica svakog poglavlja u odnosu na ukupan broj stranica knjige te prikazite
rezultate jednostavnim stupcima ili nekim strukturnim likom (tijelom).

Omijer 1:2:4:8 prikazite povrS§inama proporcionalnih: (a) koncentri¢nih krugova, (b)
kvadrata sa jednim zajednickim kutom.

Ako 5 cm na zemljopisnoj Kkarti predstavlja 40 km u prirodi odredite: (a) u kojem
mjerilu je napravljena karta? (b) koliku povr§inu u prirodi predstavlja krug polumjera
1 cm na Kkarti?

Srednji promjer Zemlje je 12735 km a Mjeseca 3476 km. Odredite: (a) kolika duZina
predstavlja promjer Zemlje ako 1 cm predstavlja promjer Mjeseca? (b) Sto
predstavljaju povrSine krugova Ciji su polumjeri duzine iz zadatka (a) te Kkoliki je
njihov odnos (omjer)? (c) koliki je odnos volumena Zemlje i Mjeseca?

Prikupite podatke o veli¢ini pojedinih planeta i Sunca te napravite usporedbu sa
Zemljom (promjer Zemlje = 1 cm) kao u zadatku 10.

Ako udaljenost od Zemlje do Sunca (150 milijuna km) predstavimo duzinom od 1
mm, kolika duzina predstavlja 1 svjetlosnu godinu (1 ly — light year)? Kako bi u tom
mjerilu izgledao Suncev sustav (najudaljeniji planet Neptun udaljen je 4.5 milijardi
km od Sunca) a gdje bi bila nama najbliZa zvijezda Proxima Centauri koja je od Sunca
udaljena 4.24 ly?

Promjer atoma je oko 10™° m a promjer atomske jezgre 10 m. Ako atomsku jezgru
predoc¢imo kuglicom promjera 1 mm kolika kugla predocuje atom?

Jedan proizvod proizvodi se u tri dislocirana pogona A, B i C. Opseg proizvodnje (u
komadima) i ukupni troSkovi proizvodnje (u kunama) za prosli mjesec dani su u tabeli.

Pogon Opseg proizvodnje  Ukupni troskovi
A 16520 379960
B 19380 416670
C 14100 313725

Odredite slijedece statisticke omjerne brojeve.

(a) Ukupni opseg proizvodnje i ukupne troSkove.

(b) Postotni udio (relativne frekvencije) koli¢ina i troskova pojedinih pogona.
(c) Prosjecne troskove po komadu za pojedine pogone.
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(d) Indekse prosjecnih troSkova po komadu u odnosu na pogon C.

(e) Prosjecne troskove po komadu za Citavu proizvodnju.

(f) Prikazite neke od dobivenih rezultata proizvoljno izabranim grafi¢kim prikazom.
Kako se izracunaju slijedeéi omjerni brojevi: (a) prosjeCna placa, (b) gustoca
naseljenosti, (c) natalitet (u promilima), (d) broj putnika po letu, (e) pokrivenost uvoza
izvozom, (f) broj lije¢nika na 5000 stanovnika, (g) prinos kukuruza po hektaru ?
Slikovnim dijagramom i statistickom kartom prikazite distribuciju stanovnistva:

(a) RH po zupanijama, (b) svjetskog stanovnistva po kontinentima.
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©o

10.

11
12
13
14

15

Koristimo formulu (8): | = % -8=0.45-8=3.6 cm odnosno | =0.45-360° =162°.
Koristite podatke dobivene mjerenjem. Povrsina kruga odgovara ukupnoj povrsini
stana (kuce).

Odnos povr§ina manjeg i veéeg trokuta je 1:2 pa je odnos visina v/1:+/2 ~0.7071.
Razdjelnicu treba povuéi na 70.71% visine od vrha ili na 29,29% visine od osnovice.
Koristite stvarne podatke.

Odnos visina &etiri trokuta je 1:2:3:4 pa je odnos njihovih povrsina 17 :2%:3%: 4% =
1:4:9:16. Udio grupe namirnica A u prehrani je 1/16 =6.25%, grupe namirnica B
je 4/16-1/16=3/16=18.75%, grupe C je 9/16—-4/16=5/16=31.25% i grupe D
je 16/16-9/16=7/16=43.75%.

Odnos volumena piramida je 1°:2°:3°:4° =1:8:27:64 pa na sli¢an na¢in dobivamo:
A 1/64=15625% , B 7/64=109375% , C 19/64=29.6875% , D
37/64=57.8125%.

Koristite stvarne podatke.

Koristite stvarne podatke.

Koristite izabrane podatke. Za prikaz koristite dvije ordinatne osi, lijevu i desnu,
jednu za cijenu a drugu za broj stranica.

Od 510 milijuna km? ukupne Zemljine povrsine kopno zauzima 149 milijuna km? a
mora i oceani 361 milijun km?. Omjer polumjera (promjera) strukturnih krugova treba

biti 361 : 4149 =1.55654...:1 (krug koji pokazuje strukturu vodene povriine ima za

oko 56% veci polumjer od strukturnog kruga za kopno). Strukturu krugova napravite
prema stvarnim povrS$inama pojedinih kontinenata, mora i oceana.

. Prikupite podatke o stvarnoj gustoc¢i izabranih tvari.

. Koristite izabrane podatke.

. Podatke o broju stranica odredite iz sadrzaja na pocetku knjige.

. Ako je r polumjer najmanjeg kruga (stranica najmanjeg kvadrata), tada su polumjeri

(stranice) redom: r, </2-r =~1.4r, 2r, 8-r=2J2-r~2.8r.

.(2) 5cm : 40km = 5: (40-10°) =1: 800000,

(b) (800000cm)? - 7z = (8km)? - 7 = 647 km? ~ 201km?.



16. (8) x:1=12735:3476 = x=3.6637 cm, (b) Povrsina kruga, ¢iji je polumjer jednak
promjeru kugle, jednaka je povrsini kugle, (2r)*z = 4r’z . Dakle, povrsine navedenih
krugova predstavljaju povrsine Zemlje i Mjeseca a omjer im je X°:1=13.423:1. (c)
x*:1=49.18:1.

17. Na primjer za Sunce (promjer 1392000 km) je: (a) 109.3 cm, (b) 11947.6 : 1, (c)
1305933 : 1.

18. Kako je brzina svjetlosti u vakuumu 299792.458 ~3-10° km/s, duljina svjetlosne
godine je 1ly=(365-24-60-60)-(3-10°) =9.46-10" km (9.46 bilijuna km), pa je
duljina traZene duzine (9.46-10"):(150-10°) =63067 mm ~63 m. U navedenom
mjerilu planeti kruze oko Sunca priblizno po koncentri¢nim kruznicama a najveca
(Neptunova putanja) ima polumjer (4.5-10°):(150-10°)=30 mm = 3 cm, dok je
najbliza zvijezda udaljena 4.24-63~267 metara. Uocite ogromnu prazninu
svemirskog prostora !

19. Ako je atomska jezgra kuglica promjera 1 mm tada je Citav atom kugla promjera
107°:10™ =100000 mm = 100 m. Uogite ogromnu prazninu unutar atoma !

20. (a) 50000 komada, 1110 355 kuna. (b) Koli¢ine: A 33.04%, B 38.76%, C 28.2%.
Troskovi: A 34.22%, B 37.53%, C 28.25%. (c) A 23.00, B 21.50, C 22.25 kuna
po komadu. (d) A 103.37, B 96.63, C 100. (e) 22.2071~ 22.21 kuna po komadu.

21. (a) ukupna masa placa / broj zaposlenika, (b) broj stanovnika / povrsina, (c) (broj
novorodenih / broj stanovnika) x 1000, (d) broj prevezenih putnika / broj letova, (e)
ukupna vrijednost izvoza / ukupna vrijednost uvoza, (f) (broj lijecnika / broj
stanovnika) x 5000, (g) ukupna ubrana koli¢ina kukuruza / povrSina zemljiSta u
hektarima.

22. Za mjerilo mozete uzeti npr. 1 sli¢ica (simbol) = 25000 stanovnika za (a) odnosno
250 milijuna stanovnika za (b).

KVANTITATIVNI PODACI

Numericko obiljezje predo€eno je kvantitativnim podacima (brojevima) a moze biti diskretno
(prekidno) ili kontinuirano (neprekidno). Diskretno obiljezje koje ima relativno mali broj
vrijednosti (oblika) grupira se u numericke grupe rastu¢im ili padaju¢im redoslijedom ¢ime
dobivamo distribuciju frekvencija tog obiljezja. Numericku grupu c¢ine svi podaci iste
vrijednosti a predocuje se vrijedno$¢éu i pripadnom frekvencijom. Ako dakle, diskretno
numeri¢ko obiljezje (prekidna varijabla X ) poprima k razli¢itih vrijednosti X, X,,..., X,

poredanih u rastu¢em (padaju¢em) redoslijedu sa frekvencijama f, f,,..., f,, tada je nizom

uredenih parova,

(X1' f1)’ (le fz)' e (Xk' fk)! X < X1 i=12..,k-1, 9)



dana distribucija frekvencija tog obiljeZja (varijable X ). Numeri¢ka obiljeZja moZemo
prikazivati tabelarno ili graficki (dijagram s tockama, stablo-list dijagram, linijski, povrSinski
i kumulativni dijagram). Navedene prikaze ilustriramo kroz primjere.

: Primjer 6. Uspjeh ucenika jednog treceg razreda na kraju Skolske godine iz :
predmeta Hrvatski jezik i Matematika dani su u tabeli 6. U prvoj koloni je abecedni
Eredni broj ucenika po imeniku. U preostalim kolonama su prosjecne ocjenei
Edobivene temeljem pojedinaénih ocjena tokom godine te zaokruzene konacne
ocjene iz ta dva predmeta za svakog ucenika posebno. Prikazimo i analizirajmo
graficki, na razli¢ite nacine, ocjene iz tih predmeta. :

HRVATSKI MATEMATIKA HRVATSKI MATEMATIKA

R.br. Prosjek Kon. Prosjek Kon. R.br.  Prosjek  Kon. Prosjek Kon.
1. 3.4 3 2.2 2 18. 2.3 2 2.7 3
2. 2.5 3 1.3 1 19. 3.6 4 3.6 4
3. 3.2 3 3.0 3 20. 4.1 4 3.2 3
4, 4.1 4 1.9 2 21. 1.9 2 1.2 1
5. 2.1 2 1.0 1 22. 4.8 5 2.7 3
6. 3.9 4 2.4 2 23. 4.6 5 3.6 4
7. 4.8 5 4.1 4 24, 2.1 2 1.4 1
8. 1.4 1 3.2 3 25. 5.0 5 4.0 4
9. 2.8 3 2.7 3 26. 3.9 4 4.6 5
10. 4.5 5 3.4 3 27. 3.3 3 2.2 2
11. 3.3 3 2.0 2 28. 1.2 1 2.0 2
12. 5.0 5 4.0 4 29. 3.3 3 2.8 3
13. 3.0 3 1.4 1 30. 3.3 3 3.0 3
14. 4.4 4 5.0 5 31. 2.5 3 2.5 3
15. 4.9 5 2.4 2 32. 2.4 2 1.3 1
16 1.2 1 1.8 2 33. 4.0 4 4.8 5
17. 2.8 3 3.2 3 34. 2.4 2 2.7 3

Tabela 6. Podaci o uspjehu na kraju skolske godine

Jedan slikoviti naCin grafickog prikazivanja je dijagram sa tockama. Broj toCaka za svaku
numericku vrijednost varijable pokazuje njenu frekvenciju. Ovaj dijagram je prikladan za
prikaz manjeg broja podataka (slika 12).
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Slika 12. Prikaz konacnih ocjena dijagramom sa tockama

Dijagram moze biti uspravan ili polozen a moze posluZiti i za kombinirani prikaz dviju vrsta
obiljezja (slika 13).

5 = eceesscee

4 + eeeccce e = hrvatski 1 matematika

3 L eececcccccen e = matematika

e = hrvatski

2 = 00000000

l] Leeoeoenonoe

Slika 13. Usporedni prikaz konacnih ocjena polozenim dijagramom sa tockama

Slijedeci vrlo ilustrativan prikaz manjeg broja podataka je stablo-list dijagram. Znamenke
svakog numeri¢kog podatka podijele se na dva dijela, stablo 1 list. Vrijednosti stabla poredaju



se po veli¢ini u stupcu tabele a uz stablo se na isti nain u recima tabele poredaju listovi.
Dijagram moze biti jednostavan ili dvostruki za dvije vrste obiljezja (slika 14).

Broj pod. HRVATSKI MATEMATIKA Broj pod.
9422 1 02334489 8
9 885544311 2 002244577778 12
10 9964333320 3 00222466
988654110 4 00168
00 5 0
34 34

Slika 14. Prikaz prosjecnih ocjena dvostrukim stablo-list dijagramom

Za graficki prikaz distribucije frekvencija manjeg ili veceg broja podataka sa manjim brojem
numerickih obiljeZja prikladni su linijski dijagrami i povrsinski dijagrami (histogrami). Kod
linijskog dijagrama u koordinatnom sustavu spajamo tocke (x;, f.) i (x,0) (vidjeti (9)) pa
duljina dobivenih vertikalnih linija predstavlja frekvencije (slika 15, lijevo). Kod povrSinskih
dijagrama frekvencija je predoCena povrSinom pravokutnika. Kako pravokutnici imaju
jednake baze, frekvencije u stvari predocuju njihove visine (slika 15, desno). Uo¢imo sli¢nost
sa dijagramom jednostavnih stupaca kod kvalitativnih podataka samo §to se ovdje izmedu
stupaca ne ostavlja razmak.

12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5

Slika 15. Prikaz konacnih ocjena iz hrvatskog jezika linijskim i povrsinskim dijagramom
(histogramom)

Medusobnim spajanjem tocaka (X, f.) po redoslijedu dobivamo linijski dijagram koji se jo§

naziva i poligon frekvencija (slika 16).
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Slika 16. Usporedni poligon frekvencija

Iz distribucije frekvencija (9) zbrajanjem frekvencija prva dva, zatim prva tri pa onda prva
Cetiri itd. obiljezja dobivamo niz kumulativnih frekvencija,

04, B0 (%0 o )0 (Koo B4 By B), ooy (X Fy b Byt ), X <X i=L12,... k=1, (10)

koji graficki prokazujemo stepenastim linijskim dijagramom (kumulantom) (slike 17 i 18). Za
Sto lakSu konstrukciju slike 17 (18) mozemo npr. koristiti podatke sa slike 12 (14).

UKUPNO MATEMATIKA
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Slika 17. Kumulativa konacnih ocjena iz matematike
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Slika 18. Kumulativa prosjecnih ocjena iz matematike

Jedan specifi¢ni nacin prikazivanja numerickih podataka ¢ine burzovni dijagrami. Oni sluze
prvenstveno za prikaz stanja i promjena cijena i prometa dionica na burzama a mogu posluZiti
i u druge svrhe. Ovisno o namjeni ima ih viSe vrsta.

Navodimo primjer burzovnog dijagrama najniza-najvisa-zadnja koji za svako promatrano
(vremensko) razdoblje prikazuje raspon vrijednosti obiljezja: najmanju, najvecu 1 posljednju
(najnoviju ili najvazniju) vrijednost. Za primjer na slici 19 prikazan je raspon ocjena koje je
ucenik dobio iz jednog (ili viSe) predmeta tokom Skolske godine. Primijetimo da se iz ovog
dijagrama ne vidi broj dobivenih ocjena (frekvencija) ve¢ samo raspon. Tako npr. vidimo da
je ucenik u IX mjesecu dobio bar tri razli¢ite ocjene, u X bar dvije itd. dok je u II mjesecu
dobivao samo trojke (ne znamo koliko).
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Slika 19. Burzovni dijagram ocjena po mjesecima (najniza-najvisa-zadnja)

Do sada navedeni dijagrami prikladni su za prikazivanje podataka sa relativno malim brojem
obiljezja. Ako je broj obiljezja (broj oblika ili broj vrijednosti obiljezja) velik, dakle ako je
numericka varijabla prekidna i ima mnogo vrijednosti ili ako je neprekidna, ovakav prikaz bio
bi slozen i nepregledan. U tom sluc¢aju podatke grupiramo u razrede. To su disjunktni intervali
dobiveni podjelom duljine raspona (intervala) izmedu najmanje i najveée vrijednosti
promatrane varijable. Na taj nacin podaci koji pripadaju jednom razredu nemaju potpuno ista
ve¢ samo slicna svojstva. Tako frekvencija razreda predstavlja broj istih 1 sli¢nih vrijednosti
varijable.

Na primjer stanovnike nekog mjesta mozemo grupirati po starosti u razrede: 0-10 godina, 10-
25 godina, 25-45 godina itd. Tako u ovaj zadnji spomenuti razred spadaju i osobe starosti 27 i
30 i 40 godina. Svaki razred ima donju i gornju granicu. Njihov razmak (razlika) je veli¢ina
razreda. Razredi mogu biti razlicite veli¢ine. Gornja granica jednog razreda (ako nije najvisi)
jednaka je donjoj granici slijedec¢eg (ako to nije tako razredi se prosite tako da bude), Podaci
koji pripadaju toj zajednickoj granici svrstavaju se u jedan od tih razreda ovisno o prirodi
promatrane pojave i cilju analize (obi¢no u visi razred). Svaki razred ima svoju sredinu
(srednju vrijednost) koja ima jednaku apsolutnu udaljenost od donje i od gornje granice
razreda.

Tako grupirane podatke mozemo prikazivati graficki linijskim dijagramima (poligonom
frekvencija ili kumulantom) kao i histogramom. Pri tome, u slu¢aju razreda razlicitih veli¢ina,
frekvencije treba korigirati na fiksnu baznu veli¢inu. Tocke koje koristimo za prikazivanje na
linijskim dijagramima su razredne sredine. Pogledajmo primjere.



: Primjer 7. Konacna ocjena u tabeli 6 dobivena je zaokruzivanjem prosjecne :

ocjene na najblizi cijeli broj. Tako sve prosjeCne ocjene iz intervala [1,1.5) daju
kona¢nu ocjenu 1, iz intervala [1.5,2.5) ocjenu 2, iz intervala [2.5,3.5) ocjenu 3, iz
intervala [3.5,4.5) ocjenu 4 te iz intervala [4.5,5] ocjenu 5. Navedeni intervali su
razredi na koje smo podijelili ukupni raspon prosje¢nih ocjena [1, 5]. Primijetimo da

: su prosjecéne ocjene na zajedniCkoj granici dvaju razreda svrstane u visi razred. :

Primijetimo takoder da su ocjene 2, 3 i 4 sredine svojih razreda.

Grupiranje podataka iz tabele 6 moZemo napraviti 1 na druge nacine ovisno o vrsti i ciljevima

analize. Za primjer navodimo jo§ dva nacina.

Prlmjer 8. Grupirajmo prosjecne ocjene iz matematike iz tabele 6 na slijedece 5
nacme (a) u skladu sa dijagramom stablo-list na slici 14, na razrede jednakih :

Vehcma [l 2) [2 3) [3 4) i [4 5] (tabela 7),
[1,1.5), [1.5,3.9 i [3.5,5] (tabela 8).

(b) na razrede razli¢itih veli¢ina: E

apepy | fpe | maine | Kmae | Kumdare Reed
1-2 8 23.53 8 23.53 15
2-3 12 35.29 20 58.82 2.5
3-4 8 23.53 28 82.35 3.5
4-5 6 17.65 34 100 45
Ukupno 34 100

Tabela 7. Grupiranje prosjecnih ocjena iz matematike u razrede jednakih velicina

Veli¢ina Razredni Apsolutne Korigirane Razredne
RAZREDI razreda omjeri frekvencije aps. frekv. sredine
1-1.5 0.5 1 6 6 1.25
1.5-3.5 2 4 20 5 2.5
3.5-5 1.5 3 8 2.67 4.25

Tabela 8. Grupiranje prosjecnih ocjena iz matematike u razrede razlicitih velic¢ina

Grupirane podatke iz ovih tabela moZemo prikazivati linijskim ili povrSinskim dijagramima
koriste¢i apsolutne ili relativne frekvencije. Tako na slici 20 imamo kombinirani prikaz
apsolutnih frekvencija podataka iz tabele 7 histogramom i linijskim dijagramom — poligonom

frekvencija gdje se za prikaz koriste razredne sredine.
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Slika 20. Histogram i poligon apsolutnih frekvencija prosjecnih ocjena iz matematike po
statistickim razredima jednakih velicina (tabela 7)

Na slici 21 prikazana je kumulanta relativnih frekvencija istih podataka.
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Slika 21. Prikaz kumulativnog niza relativnih frekvencija prosjecnih ocjena iz matematike po
statistickim razredima jednakih velicina (tabela 7)

Za graficki prikaz podataka grupiranih u razrede razlicitih veli¢ina (tabela 8) treba korigirati
apsolutne frekvencije na istu (baznu) veli¢inu. Kako je frekvencija predofena povrSinom
pravokutnika na histogramu, da bi povrSina ostala ista visinu pravokutnika treba smanjiti
(povecati) onoliko puta koliko je osnovica pravokutnika — veli¢ina razreda veca (manja) od
bazne osnovice — veli¢ine baznog razreda. U tu svrhu veli¢inu svakog razreda dijelimo sa



veli¢inom baznog razreda ¢ime dobivamo razredne omjere (tabela 8), Dijeljenjem frekvencije
svakog razreda sa pripadnim omjerom dobivamo korigirane frekvencije. Na slici 22 prikazan
je histogram i linijski dijagram tako dobivenih korigiranih frekvencija na temelju podataka iz
tabele 8 gdje je bazni razred veli¢ine 0.5 (razred 1-1.5). Ako podatke Zelimo prikazati
kumulantom tada za prikaz koristimo originalne (nekorigirane) frekvencije (vidjeti zadatak 1).

7

6

Slika 22. Histogram i poligon apsolutnih frekvencija prosjecnih ocjena iz matematike po
statistickim razredima razlicitih velic¢ina (tabela 8)

Iz slike 22 mozemo uociti dominaciju broja nedovoljnih ocjena (iz baznog razreda 1-1.5) u
odnosu na ostale ocjene ¢ije su frekvencije sada normirane na veli¢inu baznog razreda.

Sli¢an postupak grupiranja mozemo provesti i za neprekidnu statisticku varijablu koja
poprima beskona¢no mnogo vrijednosti. Ako je poznat njezin analiticki oblik mozemo je
prikazati preciznije, grafom u koordinatnom sustavu.

Slobodni pad

Slika 23. Graficki prikaz kontinuiranog obiljezja



Na slici 23 vidimo prikaz neprekidne varijable udaljenosti u metrima od povrsine podloge kod
slobodnog pada (ordinata) u ovisnosti o vremenu u sekundama od pocetka pada (analiticki
oblik y=80-5x?).

Uoc¢imo na kraju da smo kroz primjer 6 analizirali prikazivanje kvantitativnih (numerickih)
obiljezja — prosjecnih i konacnih ocjena za koje smo na grafikonima koristili os apscisu. Da
smo prikazivali ocjene po ucenicima tada bi za njih koristili os apscisu pa bi to bio prikaz
kvalitativnhog obiljezja. Napomenimo takoder da neki nacini prikazivanja kvalitativnih
obiljezja (npr. dvostruki ili viSestruki stupci, dijagram indeksa, strukturni likovi i tijela) mogu
biti prikladni i za prikazivanje pojedinih kvantitativnih obiljezja

ZADACI

1.
2.

Prikazite podatke iz tabele 8§ kumulantom.

Koja od slijede¢ih numerickih obiljezja su prekidna (diskretna) a koja neprekidna
(kontinuirana): prosje¢na ocjena, konac¢na ocjena, potro$nja vode, prodani automobili,
kamatna stopa, broj nezaposlenih, stopa nezaposlenosti, potro$nja goriva na 100 km,
konfekcijski broj, sec¢er u posudici, kocke Secera na tanjuru ?

U jednom restoranu pracen je broj izdanih racuna na dnevnoj bazi. Podaci za 27 radnih
dana tokom mjeseca prikazani su stablo-list dijagramom.

Stablo List

2 0447

3 245777

4 01335555699

5 024449
(a) Ovako grupirane podatke prikazite povr§inskim i linijskim dijagramom.
(b) Grupirajte podatke u razrede 20-24, 25-34. 35-49, 50-59 te njih prikazite

povrSinskim 1 linijskim dijagramom.

Prikupite podatke o broju ucenika po odjeljenjima i vasoj Skoli te prikazite podatke
stablo-list dijagramom. Grupirajte podatke u razrede, npr. 10-19, 20-24, 25-29, 30-39,
te ih prikazite grafi¢ki proizvoljno odabranim na¢inom.
Grupirajte ucenike iz tabele 6 u dvije jednake grupe (npr. 1-17 i 18-34) te usporedite
uspjeh (konac¢ne ocjene) iz hrvatskog (koristeci relativne frekvencije) i matematike

(koriste¢i apsolutne frekvencije) pomocu strukturnih likova ili tijela.
Robna razmjena RH sa inozemstvom u zadnjih Sest godina iznosila je:

Godina 2009 2010 2011 2012 2013 2014

Izvoz | 55.2 64.9 71.2 72.2 72.6 79.1
Uvoz | 1118 1103 1210 1215 1251  130.7

Tabela 9. Vrijednost izvoza i uvoza RH u milijardama kuna

(a) Prikazite ove podatke dijagramom dvostrukih stupaca.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(b) Prikazite ove podatke poligonima frekvencija na istom dijagramu.

(c) Prikazite vanjskotrgovinski deficit linijskim dijagramom i kumulativom.

(d) Prikazite apsolutna odstupanja izvoza i uvoza u odnosu na baznu 2011. godinu na
odvojenim dijagramima apsolutnih odstupanja.

(e) Prikazite relativna odstupanja izvoza i uvoza u odnosu na baznu 2011. godinu na
odvojenim dijagramima indeksa.

Dva gradevinska zemljiS§ta povrSina 350 i 700 m* prikazana su na mapi

proporcionalnim kvadratima. Za koliko % je stranica veceg kvadrata veéa od stranice

manjeg kvadrata?

Prikupite podatke o visini (cijeli broj cm) i tezini (cijeli broj kg) u¢enika vaseg razreda

te ih prikazite dijagramom sa toCkama. Zatim ih grupirajte u prikladne razrede (npr.

150-155, 155-160, ... za visinu) i prikazite histogramom.

Podaci o strukturi zaposlenih prema dobi u jednoj firmi dani su u tabeli,

2

Starosnadob 18-25 25-30 30-40 40-50 50-65
Broj radnika‘ 21 36 57 21 9

Pri ¢emu zajednicke granice pripadaju gornjim razredima. Prikazite strukturu
zaposlenih histogramom relativnih frekvencija i kumulantom.

Grupirajte u¢enike vaseg razreda po udaljenosti od kuce do $kole u razrede: 0-1 km, 1-
3 km. 3-5 km, 5-10 km, 10-20 km te prikazite dobivene podatke povrSinskim i
linijskim dijagramom.

Na odabranom skupu osoba ispitajte koliko prosjecno potrose na subotnjem izlasku.
Grupirajte podatke u razrede: 0-10 kn, 10-50 kn, 50-100 kn, 100-200 kn itd. po
potrebi. Prikazite podatke grafi¢ki na¢inom koji sami odaberete.

Da bi se jedan komad proizvoda A proizveo na stroju potrebno je 6 minuta. Proizvodni
pogon ima 10 takvih strojeva i1 narudzbu za 2520 komada proizvoda A. Histogramom 1
poligonom frekvencija prikaZite potrebno vrijeme proizvodnje ako se istovremeno
koristi samo 1 stroj, 2, 3, ..., 9 ili svih 10 strojeva. Da li je moguce realizirati
proizvodnju unutar 48 sati? Ako da, kako?

Cijena nekog proizvoda je 25 kuna. Kumulantom prikaZite tok dnevnog prometa ako
je kroz dan prodano 10 proizvoda: (a) pojedinacno (jedan po jedan), (b) prva 3
pojedinacno zatim 4 zajedno 1 ponovo 3 pojedinacno, (c) prva 2 zajedno pa onda 5
zajedno i na kraju 3 zajedno.

Ako je 10000 EUR ulozeno uz 10% godisnjih dekurzivnih kamata, prikazite stanje
glavnice nakon 0, 1, 2, ..., 10 godina histogramom i poligonom frekvencija za: (a)
jednostavne, (b) slozene kamate.

Broj zaposlenih radnika u jednoj firmi po mjesecima tekuc¢e godine prikazan je
kumulantom,
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Napravite tabelu kadrovskih promjena (zapoSljavanja i otpustanja radnika) po
mjesecima.

16. Prikazite strukturnim krugom i polukrugom opcenito veli¢inu kutova slijede¢im
geometrijskim likovima: (a) paralelogramu, (b) pravokutnom trokutu, (c) pravilnom
mnogokutu, (d) proizvoljno odaberite jo§ neke likove.

17. Prikupite podatke o broju ¢lanova obitelji ucenika vaseg razreda te ih prikaZzite: (a)
dijagramom sa tockama, (b) strukturnim krugom. Napomena: broj ¢lanova obitelji je
numericko obiljezje a broj obitelji sa istim brojem ¢lanova je frekvencija.

18. Frekvencije triju vrijednosti jednog obiljeZja prikazane su linijskim dijagramom,
kumulantom i strukturnim krugom. Dokument sa navedenim prikazima je vrlo o$teé¢en
tako da su ostali vidljivi slijede¢i podaci. Linijski dijagram pocinje sa frekvencijom
250, kumulanta zavrSava sa 800 a srednji isjecak strukturnog kruga je 42%. Mozemo li
rekonstruirati sve tri frekvencije ovog obiljezja?

19. Dnevne cijene jedne dionice neke tvrtke po tjednima su bile, | tjedan: 74, 75, 74, 78,
75, 73, 74, 1l tjedan: 73, 73, 76, 71, 73, 70, 70, Il tjedan: 72, 74, 76, 76, 76, 74, 76.
Prikazite cijene po tjednima burzovnim dijagramom te zatim ucestalost pojedinih
cijena dijagramom sa to¢kama.

20. Knjigu od 146 stranica Citamo tokom 7 dana tako da 2., 3. i 4. dan procitamo 10
stranica viSe nego prethodni dan a 5., 6. 1 7. dan 10 stranica manje nego prethodni dan.
Prikazite histogramom tempo Citanja.

21. Automobil je prvo 4 minute vozio prosjecno 60 km/h, zatim je 3 minute stajao pa 2
minute vozio 90 km/h 1 onda stajao jo§ 2 minute. Nakon toga se okrenuo i1 vozio natrag
do polazne tocke 70 km/h. Graficki prikazite put u ovisnosti o vremenu te ocitajte
prijedeni put i ukupno vrijeme putovanja.

RJESENJA

1. Za prikaz koristimo zadane (nekorigirane) apsolutne frekvencije. Kumulanta spaja
tocke (1, 0), (1.5, 6), (3.5, 26) i (5, 34).



10.
11.
12.

Prekidna obiljezja su: konaCna ocjena, prodani automobili, broj nezaposlenih,
konfekcijski broj i kocke Secera na tanjuru a ostala su neprekidna.

(a) Razredi su 20-29, 30-39, 40-49 i 50-59, veli¢ine svih razreda su 10, razredne
sredine 24.5, 34.5, 445 i 545 i frekvencije 4, 6, 11 i 6. Kod linijskog dijagrama
spajamo tocke (24.5, 4), (34.5, 6), (44.5, 11) i (54.5, 6). (b) Razredne sredine su 22,
29.5, 42 1 54.5, veli¢ine razreda 5, 10, 15 1 10, razredni omjeri 1, 2, 3 i 2, frekvencije
3, 3, 151 6, pa su korigirane frekvencije 3, 1.5, 5 i 3. Na dijagramima prikazujemo
korigirane frekvencije. Primijetimo da se radi o diskretnom obiljezju (cijeli brojevi) pa
npr. razred 20-29 ima veli¢inu 10 a da je obiljezje neprekidno veli¢ina bi bila 9.
Koristite stvarne podatke.

Za hrvatski jezik za grupu 1-17: 1 (11.76%), 2 (5.88%), 3 (41.18%), 4 (17.65%), 5
(23.53%), te za grupu 18-34: 1 (5.88%), 2 (29.41%), 3 (23.53%), 4 (23.53%), 5
(17.65%). Za matematiku za grupu 1-17: 1 (3), 2 (6), 3 (5), 4 (2), 5 (1), te za
grupu 18-34: 1 (3), 2 (2), 3 (7), 4 (3), 5(2). Za prikazivanje mozemo odabrati
strukturni krug, valjak, pravokutnik, prizmu i sl. (slike 6 i 7).

(a) Analogno prvom dijagramu na slici 3. (b) Analogno slici 16.

(c) Analogno dijagramu na slici 15 lijevo prikazujemo podatke: 56.6, 45.4, 49.8, 49.3,
52.5, 51.6, te analogno slici 17 ili 18 podatke: 56.6, 102, 151.8, 201.1, 253.6, 305.2.
(d) Analogno slici 5 (sa ili bez razmaka izmedu stupaca) prikazujemo podatke za
izvoz: -16, 6.3, 0, 1, 1.4, 7.9, te za uvoz: -9.2, -10.7, 0, 0.5, 4.1, 9.7 milijardi kuna.
Pri tome na ordinati kod 0 mozemo dodati u zagradi (71.2) za izvoz a (121.0) za uvoz
ili u legendi iznad ili ispod dijagrama navesti: Bazna vrijednost (0) iznosi ... .

(e) Kao pod (d) prikazujemo podatke za izvoz: 77.53, 91.15, 100, 101.4, 102, 111.1, te
zauvoz: 92.4,91.2, 100, 100.4, 103.4, 108.

P,/P=700/350=2=a’/a’ = a, = aiﬁ ~1.4142a, = za priblizno 41.42%.
Koristite stvarne podatke.

Kako je ukupno 150 zaposlenih, relativne frekvencije su (u %) 14, 24, 38, 18 i 6,
veli¢ine razreda su 7, 5, 10, 10 1 15, razredni omjeri 0.7, 0.5, 1, 1 1 1.5, pa su
korigirane relativne frekvencije 20, 48, 38, 18 i 4. Za prikaz histogramom koristimo
korigirane frekvencije a za kumulantu originalne. Kumulanta spaja tocke (18, 0), (25,
14), (30, 38), (40, 76), (50, 94) i (65, 100).

Koristite prikupljene podatke.

Koristite prikupljene podatke.

Potrebno vrijeme je (2520-6):60=252 sata, pa je: brojstrojeva x vrijeme = 252 .
Imamo prikaz zavisnosti dviju veli¢ina konstantnog umnoska — dijagram obrnute
proporcionalnosti (recipro¢ni dijagram).
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Vidimo da se proizvodnja mozZe realizirati unutar 48 sati koriStenjem barem 6 strojeva.
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14. (a) Prikazujemo podatke C, =C,(1+ pk)=10000-(1+0.1k) za k=0,12,...,10 Sto
daje linearni ili afini dijagram.

Jednostavni kamatni racun

25000
20000
15000

10000

Stanje glavnice

5000

Vrijeme (godine)

(b) Prikazujemo podatke C, =C,(L+ p)* =10000-1.1¢ za k=0,1,2,...,10 $to daje
eksponencijalni dijagram.



SloZeni kamatni racun
30000
25000
20000
15000

10000

Stanje glavnice
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Vrijeme (godine)

15. 1z dijagrama mozemo o€itati razliku izmedu broja novozaposlenih i otpustenih radnika
po mjesecima. Ako su mjese¢no radnici ili zaposljavani ili otpustani, imamo

Mijeseci 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X
Zaposleno/ 2 1 - - -1 -6 - 2 - - 12
Otpusteno - - 33 - - - 1 - 11 9

16. (a)
(b)

(c) Strukturni krug (polukrug) podijelimo na n=3,4,5,6,... jednakih isjeCaka.

17. Koristite stvarne podatke. (a) Umjesto toCaka mozete koristiti bilo koje znakove
(zvjezdice, kvadrati¢i, slova i sl.). U istom dijagramu (¢ak i za istu vrijednost



obiljezja) znakovi mogu biti razli¢iti, npr. zvjezdice za djevojke (tj. njihove obitelji),
kvadratié¢i za decke itd.

18. Imamo f, =250, f, + f,+ f, =800, f,/(f +f,+ f;)=0.42 iz Cega slijedi f, =250,

f, =336, f,=214.

19. Burzovni dijagram najniza-najvi$a-zadnja prikazujemo analogno slici 19. U dijagramu
sa tockama prikazujemo frekvencije (broj dana) za svaku cijenu: 70(2), 71(1), 72(1),
73(4), 74(5), 75(2), 76(5), 77(0), 78(1).

20. Ako je x broj procitanih stranica u prvom danu, tada imamo

X+ (X+10) + (x+20) + (X +30) + (x+ 20) + (X +10) + x =146

iz Cega slijedi x=8. Histogramom prikazujemo broj proc€itanih stranica redom po
danima: 1.8, 2.18, 3.28, 4.38, 5.28, 6.18, 7.8.

21. Brzine pretvaramo u km/min: 60 km/h = 1 km/min, 90 km/h = 1.5 km/min. Prve 4
minute prelazi 4 km, 3 minute stoji, 2 minute prelazi 3 km (ukupno 7 km), 2 minute
stoji, vra¢a se natrag 7 km brzinom 70 km/h za $to mu treba 1/10 sata = 6 min.
Ukupno prelazi 7+7=14 km a put traje 4+3+2+2+6=17 minuta. Grafi¢ki prikaz puta:

km
S

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

min

METODE ANALIZIRANJA PODATAKA

Graficka analiza podataka daje nam osim vizualnog uvida 1 neke kvantitativne pokazatelje o
svojstvima i strukturi promatrane pojave. U ovom poglavlju upoznajemo se sa parametrima za
temeljitiju kvantitativnhu analizu podataka. Najznacajniji su srednje vrijednosti (mjere
centralne tendencije) te mjere rasprSenosti (disperzije), distribucije i koncentracije. Osim za
kvantitativne podatke neki od njih mogu se koristiti i za analizu kvalitativnih podataka. Svaki
parametar u odredenom smislu sazima informacije vise razlicitih podataka u jednu.



SREDNJE VRIJEDNOSTI

Srednja vrijednost je konstanta koja predocuje niz (skup) medusobno razli¢itih vrijednosti.
Ona time sazima vrijednosti svih ¢lanova niza u jednu, prosjeénu vrijednost. Clanovi niza su,
u odredenom smislu, ravnomjerno rasporedeni oko srednje vrijednosti. Drugim rije¢ima, ako
zadani niz zamijenimo sa konstantnim nizom,

X Xo ey X0 = X, X,..., X (N Clanova),

gdje je x srednja vrijednost a n broj ¢lanova zadanog niza, tada oba niza imaju isto,
unaprijed dogovoreno svojstvo. Dakle, srednja vrijednost X ovisi o trazenom svojstvu
(zahtjevu). Za numeric¢ke nizove mozemo postaviti slijedeée zahtjeve.

Ako trazimo da zbroj Clanova oba niza bude isti, X +X,+..+X, =X+X+..+X=NX,
dobivamo aritmeticku sredinu (0znaka X=X ili x=A). Ako trazimo da umnozak ¢lanova
oba niza bude isti, X -X,-...-X, =X-X-....x=X", dobivamo geometrijsku sredinu (oznaka

Xx=G). Ako postavimo zahtjev da je zbroj recipro¢nih vrijednosti ¢lanova oba niza isti.

l+i+...+i =£+1 +£:E, dobivamo harmonijsku sredinu (oznaka x = H ). Dakle,

X X X, X X X X

n

imamo slijedecu definiciju

DEFINICIJA 2. ZA NUMERICKI NIZ (SKUP) X, Xy, ..., X, ;. X, JE

X, +...+ X 13 . . .
A= X%ttt _ —in (aritmeticka sredina),

n

= ofx- H X, (geometrijska sredina),

H = n - (harmonijska sredina)

=T 1 1~ &1 J '
S e S =
XX Xq i1 X

Zn:xi =nA, ﬁxi =G", Zn:—:L

i=1 i-1 i1 X

Iz navedenih definicija, odnosno postavljenih zahtjeva koji su rezultirali ovakvim
definicijama, proizlaze osnovna svojstva navedenih sredina. Tako za aritmeti¢ku sredinu, ako
uizrazu X + X, +...+ X, = A+ A+...+ A prvo sve ¢lanove prebacimo na lijevu stranu a zatim

podijelimo sa A, dobivamo



Sx-m-o FAA-S(Xq)-0 ¢
i=1 i=1 =1

Vidimo da je zbroj apsolutnih ali i relativnih odstupanja svih ¢lanova niza od aritmeticke

sredine jednak nuli. To zna¢i da su u navedenom smislu ¢lanovi niza ravnomjerno

(simetri¢no) rasporedeni oko aritmeticke sredine. Ako sli¢no postupimo u izrazu iz kojeg je

dobivena harmonijska sredina, 1/x, +1/x, +...+1/x, =1/H +1/H +...+1/ H , dobivamo

R

Dakle, zbroj apsolutnih ali i relativnih odstupanja recipro¢nih vrijednosti svih ¢lanova niza od
recipro¢ne vrijednosti harmonijske sredine jednak je nuli. Slicno tome iz izraza

X Xy oo X, =G-G-...- G slijedi

X - X,
A1l A 9=
I;IG ili li:l[G 0,

Sto znaci da je relativno odstupanje niza X;,X,,..,X, kao cjeline od konstantnog niza

G,G,...,G jednako nuli. Navedimo jos neka vazna svojstva ovih sredina.

Aritmeticka sredina je vrijednost od koje je zbroj kvadrata odstupanja svih Clanova niza
minimalan (najmanji moguci),

Zn:(xi —A)* je minimalno. (12)

i=1

Naime, ako uzmemo neku drugu vrijednost B # A, imamo
Z(x —B)? _Z (x —A)+(A- B) Z(x —A?+2(A- B)Z(x —A)+Z(A B)? =
= Z(xi ~A?+2(A-B)-0+n(A-B)? > Z(xi - A2
i1 i1
Za geometrijsku srednju vrijednost logaritmiranjem dobivamo

IogG_—(Iogx1+Iogx+ +logx )== ZIogx

i=1

Dakle, logaritam geometrijske sredine numeri¢kog niza je aritmeticka sredina logaritama
njegovih ¢lanova.

Ako u promatranom nizu ima jednakih c¢lanova, mozemo ih grupirati kao distribuciju
frekvencija,



(x, ), (X, ), s (X, ), fi+ T+ 4+ f, =n, (13)
gdje je k broj razli¢itih ¢lanova a n ukupan broj ¢lanova niza. U tom slucaju izraze za

A ,G,H mozemo pisati i na slijedeé¢i nacin:

f.x
fx + £,% +...+ X, 21X

i™N 1 k k
A= = = :_Zfixi :zpixi’
i=1

K
1
f+f,+..+1, Z f N

1
G = Xt xxh =

k
i=1

H - ffﬁ;ﬁ--”fk k”f -1 op=tfici2k
Ly 24 4k >t Z& "
XX Xy i1 X i1 X

Ovako izrazene srednje vrijednosti nazivaju se ponderirane (vagane) pri ¢emu su apsolutne
frekvencije f, odnosno relativne p, ponderi (tezine) za vrijednosti X; . Ako su podaci uredeni

kao distribucija frekvencija sa razredima u navedenim formulama za vrijednosti x, uzimaju se
razredne sredine.

Sve tri navedene srednje vrijednosti izraZzene su u mjernim jedinicama pojave (varijable) za
koju se racunaju. Budu¢i da su dobivene koriStenjem svih ¢lanova niza spadaju medu potpune
srednje vrijednosti. Sredine ne moraju biti jednake niti jednom ¢lanu niza. Koju sredinu ¢emo
primijeniti u konkretnom slucaju ovisi o prirodi 1 vrsti obiljezja kao 1 o svrsi 1 cilju analize.
Aritmeticka sredina je prikladna za obiljezja aditivnih svojstava (gdje se vrijednosti obiljezja
dobivaju uglavnom zbrajanjem ili oduzimanjem) i najc¢esce se primjenjuje u praksi. Tako je
koristimo za odredivanje velikog broja prosjecnih veli¢ina kao §to su: prosjecni troSkovi,
prihodi, izdaci, prosje¢na placa, brzina, temperatura, potros$nja, cijena itd. Sluzi 1 za
odredivanje normi za pojedine aktivnosti, normativa i parametara za razli¢ita mjerenja (npr. u
medicini: tlak, Secer, kolesterol, idealna tezina, visina i sl.). Na taj je nacin aritmeticka sredina
osnova za Citave sustave izraCuna (npr. racun smjese, diobe i sl.) Geometrijska sredina je
prikladna za multiplikativna svojstva (kod kojih su mnoZenje i dijeljenje glavne operacije
medu vrijednostima obiljezja) a harmonijska za obiljezja gdje se promatraju reciprocne
vrijednosti varijabli. Osim toga za obiljezja koja poprimaju negativne vrijednosti ili nulu
izraCunavanje geometrijske i/ili harmonijske sredine ponekad nije mogucée (matematicki izraz
za te sredine nije definiran — dijeljenje sa nulom, parni korijen iz negativnog broja). Za
numeric¢ke nizove sa pozitivnim ¢lanovima, a §to je u praksi i najces¢i slucaj, sve tri sredine
su uvijek dobro definirane. Za njihov medusobni odnos tada vrijedi slijedeca relacija

Min{X,%,...X,} < H <G < A <max{X,X,,... X, }



Prlmjer 9. Odredimo srednje vrijednosti konaénih ocjena iz hrvatskog jezika iz :
prlmjera 6 (tabele 6) te provjerimo njihov medusobni odnos. :

Mozemo koristiti sliku 12, 13, 14, 15 ili 16 gdje je niz ve¢ ureden po veli€ini i grupiran pa
vidimo frekvencije ocjena. Imamo

3-1+6-2+11-3+7-4+7-5 111

A= 2T _3.2647...
3+6+11+7+7 34
G=%1%.26.31.47.5" —2.0877...
34
H = 57— = 26527...
S+ —+—
12 3 45

Vidimo da vrijedi A>G > H . Razlike medu sredinama mogu biti male ali i dosta znacajne
(kao u ovom primjeru) ovisno o distribuciji podataka. Kako se ovdje radi o aditivnom
obiljezju, u praksi se koristi aritmeticka sredina. Napomenimo da su i prosjecne ocjene
navedene u tabeli 6 aritmeticke sredine pojedina¢nih ocjena tokom godine.

Osim navedenih potpunih srednjih vrijednosti imamo i polozajne srednje vrijednosti. To moze
biti jedan ¢lan niza ili se odreduju na temelju jednog dijela ¢lanova niza. Najpoznatije su mod
i kvantili (medijan, kvartili, decili i percentili). Opcenito kvantili su vrijednosti koje dijele niz
na zadani broj dijelova sa jednakim brojem ¢lanova.

DEFINICIJA 3. U STATISTICKOM NIZU MOD JE NAJCESCA VRIJEDNOST
(VRIJEDNOST NAJVECE FREKVENCIJE). MEDIJAN JE VRIJEDNOST KOJA
DIJELI N1Z NA 2 DIJELA SA JEDNAKIM BROJEM CLANOVA, KVARTILI GA
DIJELE NA 4, DECILI NA 10 A PERCENTILI NA 100.

Vidimo da su navedene sredine definirane za kvantitativna ali mogu biti i za kvalitativna
obiljeZja (vazno je imati uredene podatke po nekom redoslijedu — niz). Mod (oznaka Mo) je
definiran ako niz ima bar dvije iste vrijednosti. Ako je mod samo jedan imamo unimodalni
niz. Ako ima vise vrijednosti iste najvece frekvencije imamo i vise modalnih vrijednosti
(multimodalni niz). Mod (ako postoji) je uvijek neki od ¢lanova niza dok ostale sredine ne
moraju biti.

U nizu sa n ¢lanova, X,X,,...,X, medijan (oznaka Me) se odreduje ovisno o tome da li je
n/2 cijeli broj ili nije (da li je n paran ili neparan). Neka je r=int(n/2) cjelobrojni dio
broja n/2 tj. najvedi cijeli broj sadrzan u n/2 (oznaka int = integer). Imamo

:g (n paran) = Me = % r= g (n neparan) = Me=x,,

Na analogni na¢in odreduju se kvartili Q,,Q,,Q,. Za prvi kvartil Q, uzimamo r =int(n/4) a

za tre¢i Q, uzimamo n=int(3n/4) dok je drugi kvartil u stvari medijan, Q, = Me. Decili



D, i=12,..,9 se definiraju analogno uzimajuéi r =int(in/10) a percentili P, i=12,...,99

uzimajuéi r =int(in/100) . Decili a osobito percentili se koriste za nizove sa puno ¢lanova. Za

lakSe odredivanje ovih sredina kod grupiranih nizova dobro je koristiti kumulativne
frekvencije.

Prlmjer 10. Za konaéne ocjene iz hrvatskog jezika iz primjera 6 (tabele 6)
odredlmo mod, medijan i kvartile.

Kako je n=34 imamo n/2=17=int(34/2) =r pa je medijan sredina izmedu 17. i 18. ¢lana
niza 1,1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,45 555555 i iznosi (3+3)/2=3 (ali
nije ¢lan niza). Nadalje n/4=85=int(8.5)=8=r = r+1=9 pa je prvi (donji) kvartil Q,
deveti ¢lan niza (2). Slicno tome 3n/4=255=int(25.5)=25=r = r+1=26 pa je treci
(gornji) kvartil Q, dvadeset Sesti ¢lan niza (4). Mod je ocjena 3 koja ima najvecu frekvenciju

(11). Primijetimo iz primjera da su ove srednje vrijednosti odredene svojim polozajem u nizu
podataka. Ako na primjer na proizvoljan naéin pove¢avamo vrijednosti ¢lanova niza desno od
medijana ili smanjujemo lijevo od njega, medijan se ne mijenja. Sli¢no i za ostale kvantile
(kvartile, decile i percentile).

Ako su podaci grupirani u razrede tada u pravilu nisu poznate frekvencije pojedinac¢nih
obiljezja veée samo Citavih razreda. U tom slucaju razred sa najvecom frekvencijom
nazivamo modalni razred. Unutar njega mod se definira aproksimativno kao podatak najcesce
frekvencije u odnosu na susjedne razrede uz pretpostavku da je distribucija frekvencija unutar
modalnog razreda linearna (slika 24).

1 MODALNI RAZRED
X / g
d
D Mo G

Slika 24. Mod podataka grupiranih u razrede



Ako su D i G donja i gornja granica modalnog razreda a d i g razlike frekvencija

modalnog razreda i susjednih razreda na donjoj i gornjoj granici tada iz sli¢nosti dvaju trokuta
(slika 24) imamo x:y=d:g i x+Yy =G —D =veli¢ina modalnog razreda, iz ¢ega dobivamo
X1Yy.Sadaje Mo=D+x=G-y, dakle

d
+9

Mo=D+——(G-D) ili Mo=G-—2_(G-D).
d d+g

Za odredivanje ostalih sredina formiramo kumulativni niz frekvencija po razredima. AKo je n
podataka grupirano u k razreda sa frekvencijama f,i=12,..,k tada se razred Cija
kumulativna frekvencija prvi put sadrzi broj n/2 naziva medijalni razred. Sli¢no je za n/4
prvi ili donji kvartilni razred, za 3n/4 treci ili gornji kvartilni razred, za n/10 prvi decilni
razred itd.). Ako je m— ti razred medijalni, medijan odredujemo tako da unutar medijalnog
razreda frekvenciju prosirimo linearno do n/2 (slika 25).

A

3n/4 f e

L ::EE

)2 EE——

nl4 p----------------

Ql D w Me Gm Qs

Slika 25. Kvantili podataka grupiranih u razrede

Sli¢no ako je ¢, (0g,) donji (gornji) kvartilni razred frekvenciju prosirujemo do n/4 (3n/4),
kod decila do n/10, 2n/10 itd. Dakle, ako su D, D,, D,,D,,... i G,,G,,G,,G,, ...

donje i gornje granice medijalnog, donjeg kvartilnog, gornjeg kvartilnog, prvog decilnog, ...
razreda, imamo (slika 25)
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Primijetimo da su G_. —D,.. veli¢ine pojedinih razreda.

ZADACI

1. Izracunajte: (a) ZG:(2i+1):?, (b) Zslizz?, (c) Za“%:?, (d) Zn:isz?,

i=1 i=—n

© S (a-x)=2, ) Xi->.

2. Izradunajte: (a) ﬁ(Zi—l):?, (b) ﬁ(i2+2i—2)=?, (c) l_i[\i/;=?,

i=1

@[Ti=2 ©@f[X=2 o[[+=>

i+1

3. Rijesite primjere 9 1 10 za matematiku i usporedite rezultate. Iste primjere mozete
rijesiti za bilo koji predmet u vasem razredu.

4. Definirajte obiljezja svojih aktivnosti tokom 24 sata te ih prikazite strukturnim krugom
(npr. vrijeme provedeno u spavanju, u Skoli, za ucenje, jelo, odmor, zabavu 1 sl.).
IzraCunajte aritmeticke sredine svih obiljezja te napravite jedinstveni strukturni krug
za va§ razred. Kako on reprezentira dnevnu aktivnost vaSeg razreda kao cjeline,
istaknite ga na vidljivo mjesto.

5. Dokazite da vrijedi H<G<A za niz sa dva pozitivna ¢lana, X,X, . Kada ce

nejednakost postati jednakost?
6. Odredite geometrijsku sredinu srednjih vrijednosti H,G, A za dva pozitivna ¢lana.

7. Odredite prosjeénu godi$nju stopu pokrivenosti uvoza izvozom za RH za razdoblje
2009-2014. na temelju podataka iz tabele 9 (poglavlje Kvantitativni podaci).

8. Po gregorijanskom kalendaru prijestupna je svaka godina djeljiva sa 4 a izuzetak su
godine djeljive sa 100 medu kojima su prijestupne samo one djeljive sa 400. Na
temelju tih pravila odredite stvarno trajanje kalendarske godine.

9. U jednom novoizgradenom stambenom kompleksu tokom godine je prodano: 9
stanova povrsine 20-30 m? po cijeni 1700 €/m?, 22 stana povrsine 30-50 m? po cijeni
1800 €/m?, 12 stanova povriine 50-80 m? po cijeni 1650 €/m? i 7 stanova povrsine 80-
120 m? po cijeni 1550 €/m?. Odredite prosje¢nu povrsinu i vrijednost kupljenog stana
te prosje¢nu cijenu po m?.

10. Odredite stranicu pravilnog n-terokuta ¢iji je opseg jednak opsegu proizvoljnog n -
terokuta sa stranicama a,,a,, ..., a, .



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) Odredite stranicu kvadrata ¢ija je povrSina jednaka povrSini proizvoljnog
pravokutnika sa stranicama a i b .

(b) Odredite brid kocke Ciji je volumen jednak volumenu proizvoljnog kvadra sa
bridovima a, b i c.

Koji dio cjeline najbolje reprezentira niz: polovina, treina, Cetvrtina, Sestina,
desetina?

Za koji X izraz

(50 (5230 (5

——X| | ——=X| H|Z=X]| +| ==X

3 2 6 2

poprima najmanju mogucu vrijednost i koliko ona iznosi?

Sa kojom tocnoS¢u procjenjujete trajanje jedne minute? Prikladno za rad u parovima.
Od dogovorenog startnog trenutka jedan uc¢enik mjeri vrijeme na satu a drugi, kad je
procijenio da je protekla jedna minuta, izjavljuje stop. Ucenici biljeZe procijenjeno
vrijeme (u sekundama) i zamjenjuju uloge. Cijeli postupak treba provesti bar pet puta.
Za svakog ucenika odredite aritmeticku sredinu njegovih procjena te apsolutno i
relativno odstupanje od stvarne vrijednosti (60 sekundi). Za mjerenje umjesto jedne
minute moze se uzeti bilo koji drugi vremenski interval.

Ako napravimo leguru od 15 grama 12-karatnog zlata i 5 grama 20-karatnog zlata
kolika je fino¢a legure? Napomena: fino¢a 1 karat oznaCava 1/24 tezinskog udjela
Cistog zlata u leguri (smjesi).

Bazen se puni kroz tri cijevi istovremeno. Ako kroz prvu cijev svake sekunde ulazi 16
litara vode temperature 15°C, kroz drugu 10 litara temperature 25°C, kojom brzinom
treba puniti kroz tre¢u cijev vodu temperature 40°C da bi dobili temperaturu bazena
29°C?

Raspolazemo sa dvije vrste kave: losije kvalitete po cijeni od 35 kuna za kilogram i
bolje kvalitete po cijeni od 70 kuna. U kojem koli¢inskom omjeru treba pomijesati te
dvije vrste da bi dobili cijenu 45 kuna za kilogram? Poopcite rezultat ako je P cijena

neke robe losije kvalitete, ( cijena istovrsne robe bolje kvalitete a r Zeljena cijena
smjese ( p<r<(q). Napomena: osim za cijenu rezultat vrijedi i za svako drugo

svojstvo razli¢itog intenziteta (stupnja) koje se moZe mjeriti kao Sto je koncentracija
(%), toplina (temperatura), fino¢a, gustoca i sl.

Na tahografu autobusa izvanredne linije ocitani su slijede¢i podaci: prvih 19 minuta
vozio je prosje¢nom brzinom 45 km/h, narednih 13 minuta 70 km/h, zatim 25 minuta
95 km/h, 17 minuta 80 km/h i 26 minuta 50 km/h. Odredite prosje¢nu brzinu na toj
liniji 1 duljinu linije (prijedeni put).

U brodogradilistu za gradnju broda formirana je ekipa od 200 radnika: 50 pomo¢nih
radnika (P), 90 bravara (B), 40 zavarivaca (Z) i 20 inZenjera (I). Placa radnika po
kategorijama P, B, Z, | je redom 20, 32, 42, 50 kuna po satu. Odredite:

(a) Ukupnu vrijednost jednog sata rada Citave ekipe.

(b) Prosje¢nu vrijednost (placu) jednog sata rada po radniku. Interpretirajte rezultat.



(c) Koliko radnika ima pla¢u viSu od prosje¢ne (pozitivno odstupanje) a koliko nizu
(negativno odstupanje)?

(d) Koliko iznosi ukupno pozitivno i negativno odstupanje? Obrazlozite.

(e) Koliko iznosi najvece i najmanje pozitivno i negativno odstupanje po radniku?

(F) Koliko iznosi prosje¢no pozitivno i negativno odstupanje po radniku?

(9) Koliko iznosi prosje¢no pozitivno i negativno relativno odstupanje po radniku?

(h) Prikazite vrijednost jednog sata rada ¢itave ekipe kumulantom po kategorijama
(razredima) redoslijedom P, B, Z, 1.

(i) Prikazite kumulantu pod (h) redoslijedom I, Z, B, P.

20. Gdje se nalazi prvi, 21., 77. i zadnji percentil u nizu od 7286 ¢lanova?

21. Gdje su medijan, kvartili i decili u nizu sa: (a) 40, (b) 42, (c) 43 ¢lana?

22. Odredite medijan i kvartile niza u¢enika vaseg razreda uredenog po abecedi.”

23. Ako imamo rang listu osoba prema odredenom kriteriju (uspjehu) od najlosijeg do

najboljeg, kako ¢emo izdvojiti: (a) 20% najlosijih, (b) 25% najboljih, (c) polovicu
prosjeénih (srednjih), (d) 10% prosjecnih, (¢) 1% najboljih? Isto pitanje ako je lista
poredana od najboljeg do najlosijeg.

24. Broj turista u jednom primorskom mjestu bio je: 36000 (2013.), 40000 (2014.) i 38000

(2015.). Koje godine i priblizno u kojem mjesecu: (a) je doslo najvise turista, (b) je
kumulativni broj turista presao polovicu ukupnog broja turista u ove tri godine?

RJESENJA

1.

(a) 48, (b) 55, (c) 49/12, (d) O jer je (-x)*+x>=0 za svaki x, (e) x,—%,, (f)
n(n+1)/2.

2. (a) 945, (b) —156, (c) x®2=x>.%x, (d) nl, (e) x /X, , (f) 442" =2"mD

A=2735.., G=2451..., H=2145.... Mo=3, Me=3 (izmedu 17. i 18. ¢lana -
nije ¢lan niza), Q, =2 (9. ¢lan), Q; =3 (26. ¢lan).
Koristite stvarne podatke.

(ﬁ—ﬁ)zzo = xl—zafx1x2+x220 = (x1+x2)/22afx1x2,tj. A>G. Naslican

2
J >0 slijedi G>H . Jednakost nastupa za X, =X, .

v 1 1
nacin Iz e
(\/xl J%

+ X
f’fAGH :3%. XX, -

= XX XX, =X, =G = G*=AGH =

1 1
7+7
X%
G’=AH = G=+AH. Geometrijska sredina dvaju pozitivnih brojeva jednaka je

geometrijskoj sredini njihove aritmeti¢ke i harmonijske sredine.
Pokrivenost uvoza izvozom = ukupna vrijednost izvoza / ukupna vrijednost uvoza,

1/552 649 712 722 726 791

= + + + + +
6[111.8 110.3 121 1215 125.1 130.7

j =0.575...~57.5%.



10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

Kako u 400 godina ima 100-3=97 prijestupnih, koriste¢i ponderiranu aritmeti¢ku
sredinu, imamo

97-366+303-365
400

=365.2425 dana.

Napomenimo da je stvarno trajanje astronomske tropske godine 365.242189 dana.
Podaci za povrsinu su sredine razreda. Za ukupnu povrSinu P i vrijednost V imamo

P=25-9+40-22+65-12+100-7 = 2585 m’,
V =25-9-1700+40-22-1800+65-12-1650+100- 7-1550 = 4338500 EUR.

Kako je prodano 50 stanova, prosje¢na povrsina stana je P/50=51.7m?, prosje¢na
vrijednost je V /50 =86770 EUR acijena V / P =1678.34 EUR po m?.
Stranica je aritmeticka sredina, a=(a, +a, +...+a,)/n.

Geometrijska sredina: (a) x = Jab, (b) x=3abc .
Harmonijska sredina jer imamo recipro¢no obiljezje, H =5/(2+3+4+6+10)=1/5.

Prema relaciji (12) X je aritmeticka sredina brojeva 16/3, (1—\/5)/2, 1/6 i 1/+2.

Dakle, najmanja vrijednost je za x=6/4=1.5 i iznosi 373/18—+/2/2=20.0151... .
Koristite vase podatke. Dobiveno relativno odstupanje pokazuje za koliko % prema
vaSem subjektivnom dojmu vrijeme protjeCe brze (negativno odstupanje) ili sporije
(pozitivno odstupanje) od stvarnog protoka.

Ponderirana aritmetic¢ka sredina: (15-12+5-20)/(15+5) =14 karata.
(16-15+10-25+x-40)/ (16 +10+x) =29 = x=24 litara u sekundi.
(35x+70y)/ (x+y)=45 = 10x=25y = x/y=5/2ili x:y=5:2. Opcenito je
(px+ay)/ (x+y)=r = (r—=p)x=(q-r)y = x:y=(q-r):(r-p).
(19-45+13-70+25-95+17-80+26-50): (19+13+25+17 + 26) =6800:100 = 68
km/h. Put je 68-(100/60) ~113.3 km.

(@) 50-20+90-32+40-42+20-50= 6560 kuna.

(b) 6560:200=32.80 kuna. Uz istu ukupnu masu place za bilo koji vremenski period,
po ovoj vrijednosti sata svi radnici bi dobili jednak iznos.

(c) 60 ima viSu a 140 nizu.

(d) Pozitivno odstupanje: 40-(42-32.8)+20-(50-32.8)=712 kuna po satu.
Negativno odstupanje: 50-(20-32.8)+90-(32—-32.8)=—712 kuna po satu.
Odstupanja su jednaka ali suprotnih predznaka jer im je zbroj nula (zbroj apsolutnih
odstupanje podataka od aritmeticke sredine je nula).

(e) Pozitivno 9.2 1 17.2 a negativno 0.8 i —12.8.

(f) 712:60=11.87 i (-712):140=-5.09 kuna po satu i po radniku.

(9) 11.87:32.8~36.2% i (-5.09):32.8~—-15.5%.

(h) Na apscisi prikazujemo razrede P(0-50), B(50-140), Z(140-180), 1(180-200) a
zatim poligonalnom linijom spajamo tocke T,,T,T,,T,,T, gdje su: T,=(0,0),



T, = (50,50-20) = (50,1000), T, = (140,1000 +90- 32) = (140, 3880),
T, =(180,3880+40-42) = (180,5560), T, =(200,5560+ 20-50) = (200, 6560).
(1) Na apscisi prikazujemo razrede 1(0-20), Z(20-60), B(60-150), P(150-200) a zatim
poligonalnom linijjom spajamo tocke S;,S,,S,,S;,S, gdje su sada: S, =(0,0),
S, =(20,1000), S, =(60,2680), S, =(150,5560), S, =(200,6560).
20. n=7286 pa je n/100=72.86 = P,=73. ¢lan, 21n/100=1530.06 = P,, =1531.
¢lan, 77n/100=5610.22 = P,, =5611. ¢lan, 99n/100 = 7213.14 = R, =7214. ¢lan.
21. (a) Medijan je sredina 20. i 21. ¢lana (20-21.), kvartili su 10-11. i 30-31. a decili 4-5.,
8-9., 12-13., ..., 36-37. (b) Medijan je 21-22., kvartili su 11. i 32. ¢lan a decili 5., 9.,
13, 17., 21-22., 26., 30., 34. i 38. ¢lan. (c) Medijan je 22. ¢lan, kvartili su 11. i 33.

¢lan a decili 5., 9., 13., 18., 22., 26., 31., 35.1 39. ¢lan.
22. Koristite stvarne podatke.

23. (a) Ispred D, (od pocetka niza do D, ali bez D,), (b)iza Q, (od Q, do kraja niza ali
bez Q,), (c) izmedu Q, i Q,, (d) izmedu P, i P, (e)iza P, (od P, do kraja niza
ali bez Ry). Za suprotno poredanu listu: (a) iza Dy, (b) ispred Q,, (c) i (d) isti
odgovor, (e) ispred P,.

24. U zadatku (a) trazimo mod. Kako je modalni razred 2014., prema slici 24 imamo

Mo = 2013+i -(2014-2013) = 2013+ﬂ = 2013+E,
4+2 6 12

pa je modalni mjesec 8. mjesec 2014.
U zadatku (b) trazimo medijan. Kako je n=114000 (ukupan broj turista u sve tri
godine), n/2=57000 pa je medijalni razred 2014. Prema slici 25 imamo

Me = 2013+ 21000 =86000 5514 2013) = 2013+ 2 = 2013+ 83,

40000 40 12

pa se medijan ostvario u 7. mjesecu (6.3) 2014.

MJERE RASPRSENOSTI

Vidjeli smo da su srednje vrijednosti podaci koji sazimaju informacije niza podataka u jednu
vrijednost. Ako zelimo detaljnije analizirati raspored podataka unutar niza koristimo mjere
rasprsenosti (disperzije). Ima ih vise vrsta a pokazuju kolike su varijacije medu podacima te
kako su podaci rasporedeni u odnosu na neku srednju vrijednost (kolika su njihova odstupanja
od te sredine). RasprSenost podataka ovisi o njihovoj razliitosti. Ako su svi podaci
medusobno jednaki nema rasprsenosti pa je njena mjera jednaka nuli. Sto je razli¢itost vecéa to
je mjera rasprSenosti ve¢a. Mozemo ih izraziti u mjernim jedinicama obiljezja ili relativnim
iznosima, koriste¢i sve ili samo neke podatke iz promatranog niza. Upoznajemo ih preko
slijedeceg primjera.



Prlmjer 11. Prosje¢ne dnevne temperature u Labinu i lvancu tokom jednog tjedna
izrazene u °C dane su u tabeli 10. Analizirajmo varijacije temperature koristeci
mjere rasprsenosti. .

Dan PON UTO SRI  C¢ET PET  SUB  NED
Labin | 13 15 12 13 16 19 17
vanec | 8 5 10 15 22 25 20

Tabela 10. Temperature tokom promatranog tjedna

Jedan od nacina mjerenja rasprSenosti je koriste¢i neke karakteristicne vrijednosti (¢lanove)
niza. Tu su najvazniji raspon varijacije, interkvartilni raspon i koeficijent kvartilne devijacije.

DEFINICIJA 4. ZA NUMERICKINIZ X, X,, .., X, ,, X, JE

1 -1 Tn

R =x_ —x_.  (raspon varijacije),

0= Q—-Q (interkvartilni raspon),
v, = 279 (koeficijent kvartilne devijacije),

°TQ+Q

GDJE SU Q, I Q; KVARTILI, TE Xy, =MiN{X, Xy, X}y Xy = MaX{X;, Xy, X,

max

Vidimo da svaka od ove tri mjere rasprSenosti koristi samo dva podatka iz niza. Pri tome su
R i 1, izrazene u mjernim jedinicama obiljeZja dok je V,, relativna mjera pa se moze koristiti

za usporedbu razlicitih obiljezja. Raspon varijacije je razmak izmedu najvece i najmanje
vrijednosti niza koje mogu biti netipi¢ne za niz (ekstremno male ili velike u odnosu na vec¢inu
ostalih ¢lanova niza). Zbog toga ova mjera ne daje uvijek pravi uvid u varijabilnost ¢lanova
niza. Interkvartilni raspon iskljuuje prvu cCetvrtinu najmanjih 1 zadnju Cetvrtinu najvecih
¢lanova niza pa pokazuje varijabilnost srednje polovice niza. Time su krajnje, mozda
netipi¢ne, vrijednosti niza iskljucene. Koeficijent kvartilne devijacije je relativna mjera (%)
tog raspona koja je za niz pozitivnih ¢lanova uvijek izmedu 0 1 1. Stupanj rasprSenosti
podataka cesto se slikovito prikazuje B-P dijagramom (box-plot) koji ukljucuje pet temeljnih
pokazatelja: minimalnu i maksimalnu vrijednost, donji i gornji kvartil i medijan (slika 26).

X. O Me 0, X

Slika 26. B-P dijagram



U primjeru 11 formirat ¢emo niz temperatura po rastu¢em redoslijedu:
Labin: 12,13,13,15,16,17,19. Ivanec: 5,8,10,15, 20, 22, 25.

Vidimo da je srednja tjedna temperatura (aritmeti¢ka sredina) u oba mjesta bila 15°C a to je i
medijalna temperatura (medijan) $to znaci da je u oba mjesta tri dana u tjednu temperatura
bila manja a tri dana veéa od 15°C. Medutim usporedimo li varijacije temperature u ovim
mjestima, razlika je ocita. To ¢e pokazati i navedene mjere. Kako je donji kvartil drugi ¢lan
niza a gornji Sesti ¢lan, imamo

17-13

Labin: R=19-12=7, 1,=17-13=4, V,="———=0.1333..~13.3%,
17 +13
228

Ivanec: R=25-5=20, | .=22-8=14 V. =22""_0.4666...~ 46.7%.
Q e 2248

Uocavamo znatno vece vrijednosti mjera rasprSenosti temperatura za Ivanec u odnosu na
Labin. Dobivene vrijednosti mozemo usporediti i interpretirati na gore opisani nacin.

U definiciji navedenih mjera rasprSenosti koriSteni su samo neki ¢lanovi niza. NajvaZnije
mjere u kojima se koriste svi ¢lanovi niza su varijanca, standardna devijacija i koeficijent
varijacije.

DEFINICIJA 5. ZA NUMERICKINIZ X, X,, ..., X, X, JE

B (B ]

o = (Xl—A)2+(X2—?)2+...+(Xn—A)2 _ %Z“:(Xi_A)z (varijanca),

o = \/(Xi_A)2+(X2—A)2+..,+(Xn_A)Z _

- %Z (x, —A)* (standardna devijacija),
i=1

\Y :% (koeficijent varijacije),

GDJE JE A ARITMETICKA SREDINA.

Vidimo da je varijanca aritmeticka sredina kvadrata odstupanja ¢lanova niza od njegove
aritmetiCke sredine. Standardna devijacija je ista mjera ali izrazena u mjernim jedinicama
obiljezja (niza). Budu¢i da je zbroj apsolutnih odstupanja svih ¢lanova niza od aritmeticke
sredine jednak nuli (relacija (11)) a zbroj kvadrata odstupanja svih ¢lanova niza minimalan
(relacija (12)), ovako definirane mjere rasprSenosti su najbolje moguce.

Koeficijent varijacije je neovisan o mjernim jedinicama pa se moze koristiti za usporedbu
razli¢itih obiljezja. On pokazuje u kojoj mjeri aritmeticka sredina A reprezentira niz podataka
(Sto je manji to je reprezentativnost bolja). Opcenito za vrijednosti veée od 30% smatra se
slaba reprezentativnost odnosno velika rasprsenost podataka oko prosjeka A.



Kako je Zx =nAi A== Zx, , imamo

i=1

=—Z( — A)? ——Z 2_%.2Azn:xi ZAZ n —% 24 nA+% nA?,

i=1 i=1 i=1

pa se navedeni izraz moze pisati u alternativnim oblicima,

n

L 1{21@} } )

Ako su podaci grupirani kao distribucija frekvencija (13) tada izraz poprima oblike

=1

1 K 1 k 1 [ 2
o’ == fi(x-A)? il =—fo -A il ot== Z ——(z fixij :
L) n\iz
koje mozemo izraziti i pomocu relativnih frekvencija p, = f, /n,
k k k k 2
o?=) p(x-A" ili o’=> pxi-A ili aZZZpixf—[Z pixij .
i=1 i=1 i=1 i=1

Ako su podaci uredeni kao distribucija frekvencija sa razredima u navedenim formulama za
mjere rasprsenosti (kao i ranije za srednje vrijednosti) X, su razredne sredine.

U navedenom primjeru 11 imamo A=15 pa je
. 2 1 - 2 2 2 2 2 2 2 2 2 38
Labin: o =—in - (12 +13° +13° +15° +16° +17° +19°) -15° = -

Ivanec: o = —(52 +8% +10% +15° + 20° + 22% + 25°) —15° = 348

odnosno
Labin: o =+o? =2.329929... V= % —0.155326... ~15.5%,

Ivanec: o =7.950835..., V =0.470055...~47%.

Uo¢imo da 15°C prili¢no dobro reprezentira temperaturu tokom tjedna u Labinu (uz 15.5%
prosjecnog odstupanja) dok to nije slucaj za Ivanec gdje su prosje¢na temperaturna odstupanja
od srednje vrijednosti temperature u tom tjednu bila visokih 47%.



Za jo$ tocniju usporedbu relativnog polozaja podataka u razli¢itim numerickim nizovima
koristi se standardizirano obiljezje. Ako su A i1 o aritmeticka sredina i standardna devijacija
numeri¢kog niza X, X,,...,X,, tada se linearna transformacija tog niza u niz z,z,,...,2,

definirana relacijom

2 = %2R 120, (15)

(o3

naziva standardizacija. Dobiveni standardizirani niz ima aritmeticku sredinu 0 a varijancu i
standardnu devijaciju 1. Standardizirana vrijednost z, (z—vrijednost ili z—score) pokazuje

za koliko se standardnih devijacija podatak X, odstupa od aritmeticke sredine (X, = A+0oZ,).
To omogucuje usporedbu pojedinacnih podataka iz razliCitih obiljezja (razlicitth mjernih
jedinica i razli¢itih vrijednosti).

Ako u primjeru 11 (tabeli 10) usporedimo temperature u srijedu, imamo

Zgn = _L2-1s —-1.28759..., lvanec: zgy, = _10-15 —0.62886...,
2.329929... 7.950835...

Labin:

Sto pokazuje da je 5°C ispod prosjeéne temperature u Ivancu daleko manje (=~ dvostruko
manje) odstupanje u odnosu na disperziju temperatura tog tjedna nego $to je to 3°C u Labinu.

Jedna od najvaznijih oblika distribucije podataka je normalna ili Gaussova distribucija
(prirodna distribucija). To je neprekidno numeric¢ko obiljezje (realna funkcija f :R— R, ) ¢iji
je analiticki oblik

1 x-A 2

_i(x-AY -1
2( o ] , AeR, >0 ili f(z)=%e 2 (standardizirani oblik),

1
e
oox Ne

a graf je zvonolika simetri¢na krivulja (slika 27). Njena aritmeti¢ka sredina, mod i medijan su

f(x)=

medusobno jednaki (A) a ona je simetricno rasporedena oko njih (pravac X=A je 0S
simetrije). Po ovoj distribuciji prirodno se rasporeduju obiljezja sa velikim brojem podataka
(vrijednosti) u prirodi i drustvu pa je ona osnova za analizu pojava U teoriji vjerojatnosti. Tako
na primjer ako nasumce (slucajnim odabirom) izaberemo 10000 ljudi tada se njihova
obiljezja, koja se mogu izraziti numerickom varijablom — kvantitativna obiljezja (visina,
tezina, inteligencija, fizi€ke 1 mentalne sposobnosti, medicinski parametri itd.), rasporedena
po normalnoj distribuciji. Jedno od njenih vaznih svojstava je da se u intervalu (A—o, A+0o)

nalazi 68.25% svih podataka, u intervalu (A-20,A+20) 95.45% te u intervalu
(A-30,A+30) 99.73% ili gotovo svi podaci. Ove vrijednosti sluze za usporedbu

proizvoljne distribucije sa normalnom. Opcenito, vrijednosti koje od aritmeticke sredine
odstupaju za viSe od dvije standardne devijacije, tj. koje ne pripadaju intervalu
(A—20, A+20) smatraju se netipi¢ne za promatrano obiljezje.
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Slika 27. Normalna ili Gaussova distribucija

ZADACI

1.

Za primjer 11 odstupanja od prosjecne temperature po danima prikazite dijagramom
apsolutnih odstupanja. Dijagramom odvojenih stupaca prikazite kvadrate tih
odstupanja te na dijagramu istaknite varijancu.

Svaki ucenik neka na papiri¢ napiSe jedan proizvoljno izabran prirodni broj. Za
dobivene podatke napravite B-P dijagram.

Starost ¢lanova jedne osmeroclane obitelji je 13, 14, 18, 30, 44, 45, 75 1 80 godina.
Odredite raspon varijacije, interkvartilni raspon i koeficijent kvartilne devijacije te
prosjecnu starost clanova te obitelji.

Odredite kvartile ako je 1, =46, V, =0.23.

5. Ako je na jednoj provjeri znanja 10% ispitanika dobilo ocjenu nedovoljan, 20%

dovoljan, 30% dobar, 25% vrlo dobar i 10% izvrstan, kolika je prosjecna ocjena,
prosjecno odstupanje 1 stupanj varijabilnosti (koeficijent varijacije)?

Svaki u€enik neka na papiri¢ napise jedan broj (ako Zelite viSe podataka tada dva ili tri
ili viSe) iz intervala [0, 1]. Brojevi neka budu napisani barem sa tri decimale, npr.
0.765, 0.200, 0.590, 0.12345 1 sl. Odredite aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju i
koeficijent varijacije za dobivene podatke. PrikaZite histogramom distribuciju
podataka grupiranih u razrede [0, 0.2), [0.2, 0.4), [0.4, 0.6), [0.6, 0.8) i [0.8, 1].

Koliki vam je prosje¢ni tjedni dZeparac koji potrosite kroz tjedan? Prikupite podatke
za vas$ razred te odredite raspon varijacije, aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju i
koeficijent varijacije.

Prosjecno vrijeme cekanja do javljanja operatera na automatskoj telefonskoj
sekretarici za 100 pracenih poziva bilo je: do 30 sekundi 6 poziva, od 30 sekundi do 1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

minute 16 poziva, 1-2 minute 42 poziva, 2-4 minute 22 poziva i 4-8 minuta 14 poziva.
Odredite prosje¢no vrijeme ¢ekanja, standardnu devijaciju i koeficijent varijacije.
Svaki od vas neka zasebno metrom izmjeri duljinu zadane duZzine (Sirinu, duljinu ili
visinu nekog predmeta, prostorije, objekta, staze i sl.). Na temelju sakupljenih
podataka mjerenja odredite raspon varijacije, aritmetiCku sredinu, standardnu
devijaciju i koeficijent varijacije.

U jednoj trgovini tokom tjedna (Sest radnih dana) prodane koli¢ine proizvoda X bile su
44, 45, 41, 48, 55, 61 a proizvoda Y 105, 110, 99, 107, 96, 101. Cija prodaja ima bolju
ujednacenost po danima?

Ako su A o i V aritmeti¢ka sredina, standardna devijacija i koeficijent varijacije za

niz x;, X,,..., X, , Kolike su navedene vrijednosti za niz: (a) x, +¢, X, +C, ..., X, +C, (b)
CX;, CX,, ..., CX,, gdje je c proizvoljna pozitivna konstanta?
Odredite A, o 1V zaniz x, X, (N=2).

Akoje D x =55 > x’=385 o’ =8.25, kolikije n ?
i=1 i=1

Najveca udaljenost Zemlje od Sunca je 152.2 a najmanja 147 milijuna km. Najveca
udaljenost Mjeseca od Zemlje je 405504 a najmanja 363296 km. Odredite odstupanje
putanje Zemlje oko Sunca i Mjeseca oko Zemlje od idealne kruzne putanje. Cije
odstupanje je vece?

U jednom proizvodnom pogonu 50 radnika iz dopremljenih dijelova sklapa gotove
proizvode. Radnici koji sklope viSe proizvoda od prosjeka dobiju stimulaciju na
osnovnu placu a za manje destimulaciju (umanjenje). Tokom jednog mjeseca u
pogonu je sklopljeno 20000 proizvoda X a tokom drugog 8000 proizvoda Y. Pri tome
je srednje odstupanje (devijacija) od prosjeka po radniku bilo 50 proizvoda X i 10 Y.
Ako je radnik Marko sklopio 420 proizvoda X i 158 Y a Tomo 390 X 1 165 Y S§to
zaklju¢ujemo o njihovim (de)stimulacijama?

Prosjecna placa u firmi X je 5000 kuna uz prosjecno odstupanje 500 kuna a u firmi Y
7000 kuna uz prosjecno odstupanje 1000 kuna. U kojoj firmi place vise variraju? Ako
jedan radnik u firmi X zaraduje 5600 kuna a drugi u Y 8000 kuna, koji od njih je bolje
placen u odnosu na prosjek firme?

Dokazite da je za standardizirano obiljezje (15) aritmeti¢ka sredina 0 a varijanca 1.
Dokazite da za bilo koji niz realnih brojeva x;, X,, ..., X, vrijedi

2 2 2 2
(X, X%+ X)) < n(x1 + X +...+xn).

Kada ova nejednakost postaje jednakost?

Odredite modalnu frekvenciju standardiziranog oblika Gaussove distribucije za
neprekidno numeri¢ko obiljeZje. Za koju vrijednost varijable je frekvencija 107 ?
Prosjecan vijek trajanja jednog malog kucanskog aparata je 500 sati rada sa
odstupanjem 10%. Ako je proizvedena serija od 3000 takvih aparata, za koliko njih
mozemo ocekivati da: (a) nece raditi duze od 500 sati, (b) ¢e raditi bar 450 sati, (c) ¢e
raditi viSe od 600 sati ?



RJESENJA

1. Dijagrami:

Apsolutna odstupanja

25
23

25
22
21 19
19
16
15 =1 B 1

15
- wy -
13
12
10

11 13

N ©

PON uTo SRI CET PET SUB NED

H Labin HIvanec

Kvadrati odstupanja

100 100
100

0 S
PON uTo SRI CET PET SUB NED

== Labin === Ivanec

Prosjek Ilvanec Prosjek Labin

2. Brojeve poredajte po veli¢ini, od najmanjeg do najveéeg te odredite svih pet
pokazatelja za B-P dijagram (slika 26).

3. Imamo R=80-14=66 godina. Kako je Q =(14+18)/2=16 (sredina drugog i
treCeg Clana) te Q,=(45+75)/2=60 (sredina Sestog i sedmog c¢lana), imamo
lo =44, V,=19/11~1.727, dok je prosjecna starost A=39.875 godina.

4. Q,-Q =46, Q;+Q,=46/0.23=200 = Q =77, Q,=123.

K
5. A:Z p;X, =0.15-1+0.2-24+0.3-3+0.25-4+0.1-5=2.95,
i=1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

k
o= /z px>— A’ =0.15-1240.2-2° +0.3-32 +0.25-42 +0.1-5? — 2.95” =1.20312...,
i=1

V =0/ A=0.4078376...~ 40.8%, $to je znacajna varijacija uspjeha oko prosjeka.
Koristite prikupljene podatke. Histogramom prikazujete frekvencije pojedinih razreda
(koliko brojeva pripada pojedinom razredu).

Koristite prikupljene podatke.

Podaci za vrijeme cekanja su razredne sredine (u minutama): 0.25, 0.75, 1.5, 3 1 6.
Imamo A=2.265min=2min 15.9s, ¢ =1.71129337..., V =0.7555379...~ 75.6% a
Sto pokazuje znacajnu rasprSenost podataka (neujednaceno vrijeme ¢ekanja).

Koristite stvarne podatke dobivene mjerenjem. U praksi se Cesto tako dobivena
aritmeticka sredina uzima kao toc¢na vrijednosti za veli¢inu koju mjerimo.

Za proizvod X je A=49, 0=6.9041, V =14.09%, a za proizvod Y je A=103,
o =4.7958, V =4.656%, pa prodaja proizvoda Y po danima ima oko tri puta bolju
ujednacenost od prodaje proizvoda X.

@ A=A+c,o'=0,V'=0c/A=c/(A+c)=(c/ A/ Q+c/ A=V /QL+c/A).
(b) A=cA, o'=co,V'=V.

Imamo A=(x +X,)/2, paje

Gz:l{(xl_u)l(xz_mxzj}(xl—xz)z, R )

2 2 4 2 X, + X,

Iz relacije (14) slijedi 8.25= l[385—1-552} iz ¢ega dobivamo kvadratnu jednadzbu
n n

8.25n° —385n +55° = 0 <&ije je cjelobrojno rjesenje n=10.
Koristimo prethodni zadatak. Uz oznake M —Mjesec i Z —Zemlja imamo
B |147 —152.2| B |363296—405504|

V(Z)=" 0 2 0,017379..., V(M) = =0.054901....
147 +152.2 363296 + 405504

Vidimo da je odstupanje Mjeseceve putanje od idealne kruznice 5.49% znatno vece od
odstupanja Zemljine putanje 1.74%. Dobiveni rezultati su u stvari vrijednosti
numerickog ekscentriciteta elipse ¢ =e/a, e=+a’—b? gdje su a i b ve¢a i manja
poluos elipse, pa je najveca udaljenost X, =a+€ a najmanja X, =a-—e (centar
kruZenja je u jednom Zzaristu F(+e,0) elipse x*/a®+y*/b*=1). Provjerite.
Srednje vrijednosti su A(X)=20000:50=400 i A(Y)=8000:50=160 . Kako su
standardne devijacije o(X) =50 i o(Y)=10, imamo slijede¢e z—vrijednosti (15).
X Y
Marko ‘ 0.4 -02
Tomo | —02 0.5




Vidimo da Marko treba dobiti stimulaciju za prvi mjesec a Tomo za drugi mjesec. Pri
tome je Markova stimulacija manja (za 20%) od Tomove. Jednaku destimulaciju
dobivaju Marko za drugi a Tomo za prvi mjesec.

16.Za X jeV =10% azay je V =14.2857% pa su tu vece varijacije placa. Za usporedbu
radnika ra¢unamo standardizirane vrijednosti. Imamo z, =(5600-5000)/500=1.1,

z, = (8000 — 7000) /1000 =1, pa je radnik u X relativno bolje placen.

n n _ A2
LN R CE i O WY
ni:]_ n sz O

n o

17.

18. Treba dokazatl daje NOC + X+t X2) = (X + X, +...+%,)> > 0. Imamo

i8] ol -3{E] o S48 |

gdje smo koristili relaciju (14). Jednakost nastupa za X, =X, =...= X, .
1 22
19. Kako funkcija e 2 poprima najveéu vrijednost za z=0, modalna frekvencija je

f(0)=(@1/\2r)-€° =1/27 =0.39894.... Iz f(z) =0.1 slijedi

1 -2 1., _ _

= =01= -7 =In(0.127) = z—i\/—ZIn(O.la\/Zyr)—il.6635....

20. Kako je A=500,V =0.1 = o=A-V =50, po normalnoj distribuciji (slika 27) je:
(a) 1500 aparata (50%). (b) 450=A—-0c = 50+68.25/2=84.125% $to iznosi 2524
aparata, (¢) 600=A+20 = 50-95.45/2=2.275% S&to iznosi 68 aparata.

MJERE OBLIKA DISTRIBUCIJE

Dok mjere rasprSenosti pokazuju veli¢inu odstupanja (udaljenosti) podataka od neke srednje
vrijednosti, mjere oblika distribucije podataka pokazuju nacin rasporeda podataka oko te
vrijednosti. Pri tome se naj¢eS¢e uzima aritmeticka srednja vrijednost. Mjere oblika
distribucije izrazavaju se pomoc¢u momenata numerickog niza.

DEFINICIJA 6. NEKA SU ZADANI ceR | re{0,1,2,3,..}. ZA NUMERICKI
NIZ X, X,, .. X, JE

a n -1? “*n
m,(c) = 1Z(xi —c)"  (r—ti moment oko konstante c).
n+

ZA c=A (ARITMETICKA SREDINA) IMAMO GLAVNI ILI CENTRALNI
MOMENT g =m (A), DOK ZA ¢ = A IMAMO POMOCNE MOMENTE.



Ako su podaci grupirani kao distribucija frekvencija (13), imamo
1 k
m (€)== fi(x—c), n=f+f,+.+f.
N

Vidimo da je r—ti moment definiran kao aritmeticka sredina r—tih potencija odstupanja
podataka od zadanog podatka c. Primijetimo da je nulti moment oko bilo koje vrijednosti
jednak 1 (my(c) =1), prvi pomo¢ni moment 0ko nule je aritmeticka sredina (m, (0) = A) dok

je prvi glavni moment nula (£ =0) a drugi glavni moment varijanca ( 1, = o*). Mjere oblika

distribucije definiramo na slijede¢i nacin.

DEFINICIJA 7. ZA NUMERICKI NIZ X, X,, ... X, X, JE

1 -1

a, =— (koeficijent asimetrije), a, = ﬂ—j (koeficijent zaobljenosti),
(o2

GDJE SU g4 | 4, GLAVNI MOMENTI A o STANDARDNA DEVIJACHA.

Navedene koeficijente moZemo definirati i za sve ostale glavne momente,

a =t r=012...

r O_r’

Kako je o, =1, o4 =01 «, =1, a, je prvi koeficijent koji ukazuje na smjer asimetrije jer
sadrzi tre¢e potencije odstupanja,. Ako dominiraju pozitivna odstupanja od srednje vrijednosti
distribucija je pozitivno asimetricna (o, > 0), u protivnom je negativno asimetricna (o, <0),

a za simetri¢nu distribuciju nema asimetrije pa je a, =0 (slika 28).

Pozitivno asimetricna Simetri¢na Negativno asimetri¢na
distibucija distibucija distibucija

Slika 28. Distribucije s obzirom na asimetriju



Vrijednost koeficijenta asimetrije «, opéenito se interpretira na slijede¢i na¢in: ako je |ag|>1
distribucija je jako asimetri¢na, za 0.5 <|a,| <1 umjereno asimetriéna a za |a,| < 0.5 priblizno

simetricna. Tip asimetrije kod unimodularnih distribucija neprekidnog obiljezja mozemo
utvrditi i po medusobnom polozaju srednjih vrijednosti: aritmeticke sredine A, medijana Me
i moda Mo. Za simetri¢nu distribuciju one su medusobno jednake, za pozitivno asimetri¢nu
je A>Me> Mo a za negativno asimetri¢nu distribuciju vrijedi A<Me < Mo.

Koeficijent zaobljenosti ¢, ukazuje na oblik vrha i repova distribucije. Sto je koeficijent veéi
(manji) to je vrh Siljastiji (Siri) a repovi deblji (tanji). Obi¢no se vrijednost koeficijenta
zaobljenosti usporeduje sa vrijednos¢u za neprekidnu normalnu distribuciju (e, =3).

Primijetimo da su navedeni koeficijenti neimenovani brojevi pa ih mozemo koristiti za
usporedbu oblika distribucije nizova podataka razli¢itih obiljezja i mjernih jedinica.

ZADACI

1. Odredite koeficijent asimetrije i zaobljenosti za podatke iz primjera 11.

2. Odredite prvi, drugi, tre¢i, Cetvrti i peti moment oko nule za niz od prvih pet prirodnih
brojeva.

3. Za materijalnu tocku mase m na udaljenosti d od neke fiksne osi definira se staticki

moment, M =md i moment inercije ili tromosti, | =md?*. Za vise to¢aka ukupni
moment dobije se zbrajanjem pojedinacnih. Kakva je veza ovih momenata sa
momentima iz definicije 6 ? Ako su zadane to¢ke A(3,4), B(0,6) i C(8,2) ¢ije su
mase m(A)=40, m(B)=100 i m(C)=50, odredite staticki moment i moment
inercije skupa {A,B,C} u odnosu na svaku koordinatnu os (0s x i0s Y).

4. Na temelju definicije iz prethodnog zadatke odredite staticki moment i moment
inercije kvadrata oko osi koja prolazi sredistem kvadrata okomito na ravninu kvadrata
ako je njegova masa koncentrirana ravnomjerno na njegovim vrhovima.

Zanizod p jedinicai q nula odredite pomo¢ne momente oko nule i jedinice.

Odredite aritmeticku sredinu, varijancu i standardnu devijaciju niza iz prethodnog
zadatka.

7. lzrazite drugi 1 tre¢i glavni moment pomoc¢u pomo¢nih momenata.

8. Eksperiment ,,zbrojite brojeve na tri istovremeno bacene kocke" izvedite u parovima
ili grupama barem 20 puta. Svaka grupa neka tabelarno i graficki prikaze dobivene
rezultate te izracuna aritmeti¢ku sredinu, standardnu devijaciju, koeficijent asimetrije i
zaobljenosti. Zatim to isto napravite sumarno za Citav razred (eksperiment izvesti bar
200 puta) te usporedite rezultate sa teorijskom distribucijom za ovaj eksperiment.

9. Svaki od vas neka zasebno procijeni tezinu predmeta kojeg ste izabrali (bez vaganja).
Zatim izvazite predmet te ispitajte odstupanja vasih procjena od stvarne tezine tako da
izraCunate prvi 1 drugi moment.

10. Odredite koeficijent asimetrije i zaobljenosti za niz X, X,.

11. Sto mozemo zakljuéiti o distribuciji neprekidnog obiljezja za koju je: (a) A=56,
Mo=62, (b) Mo=8, Me=9 ?



12. Kada je distribucija ocjena iz nekog testa pozitivno odnosno negativno asimetri¢na?

RJESENJA

1. Labin: o, =0.33884..., o, =1.87119..., Ivanec: a; =0, o, =1.505846.... Vidimo da

je distribucija temperatura tokom promatranog tjedna u Ivancu simetri¢na a u Labinu
priblizno simetri¢na sa blagom pozitivnom asimetrijom. Zaobljenost distribucije za
Ivanec je manja (spljostenost veca) $to znaci da su podaci u $irem pojasu oko srednje
vrijednosti u odnosu na podatke za Labin.

18, 18, L
Iz mr(0)=ﬁz_1:xi =gz_1:| , r=1,2,3,4,5, slijedi m (0)=3, m,(0)=11, m,(0) =45,

m,(0) =195.8 i m,(0) =885.

. Prosje¢ni staticki moment je prvi a prosjecni moment inercije je drugi moment oko
nule pri ¢emu je masa predstavlja frekvenciju a udaljenost od osi vrijednost podatka.
Za zadani skup to¢aka ukupni momenti oko osi X su M =40-4+100-6+50-2=840 i

| =40-4° +100-6° +50- 2* = 4440, a oko 0si Y su M =40-3+100-0+50-8=520 i
| =40-3°+100-0% +50-8° = 3560.

. Ako je m masa kvadrata i a duljina njegove stranice tada svaki vrh ima masu m/4 i
udaljen je od osi a/+2 . Trazeni momenti su

ma m(a) ma
_ma |:4._.(_j= |

a
2 2 4\2) 2

M=4.1.
4

ny@):-i—{p~a—oy+q.m—oy]=—iln r=123...,
p+q p+q

. 9 r-1357..,
+
m @ =——[p-@-1 +q-0-]={ " "
P+q  r=2468...
p+q

Imamo A=(p-1+q9-0)/(p+q)=p/(p+Qq), pa iz relacije (14) slijedi

2
S Sy 1-&{ p]: o _ __pa
N

P+q p+q) (p+q) p+q

. Zazadani ¢ imamo A—c=12xi—12c=12(xi—c)=ml, pa je
N N [ )

= T3 = T304 -0+ (e~ A

= %i(xi —c)2+2(C—A)%Zn:(Xi _C)+%_Zn:(C_A)2

= m,+2(-m)m, +(c—A)* = m,—2m +(-m,)*> = m, —m/.



Na sli¢an naéin dobivamo

n

o= XA = 23 [ -0)+ - AT

i=1 =)
_ %.n (xi—c)?’+3(C—A)%Zn‘,(xi—C)2+3(C—'°~)2%Zn‘,(xi_c)J“%Zn:(c_A)3

= m, +3(-m)m, +3(_m1)2ml + (_m1)3 = m,-3mm, + me-
Analogno se mogu izvesti formule za g, 4 itd.
8. Kaoristiti stvarne podatke. Teorijska normalna distribucija za zbrojeve 3.,4,5,...,17,18 je

1,3,6,10,15,21, 25,27, 27, 25,21,15,10,6, 3,1

od ukupno 6° =216 moguénosti (zbroj 3 mozemo dobiti na 1 nac¢in 1+1+1, zbroj 4 na
tri nacina 1+1+2, 1+2+1, 2+1+1 itd.). Za ovu distribuciju je

42619.5
A=105 o= /@ ~2958, o,=0, a,=—218 ~2577.
216 o

9. Koristite konkretne podatke vasih procjena i stvarne tezine predmeta.

10. Imamo: A= (X +X,)/2, o=|%—=%|/2, tt,=0, 1, =(x,—%,)" /16, iz Sega slijedi
a,=0, o, =1.

11. (a) Negativno asimetricna sa 56 < Me <62. (b) Pozitivno asimetricna sa A>9.

12. Ako prevladavaju slabije ocjene pozitivno asimetri¢na. Ako prevladavaju bolje ocjene
negativno asimetricna.

MJERE KONCENTRACIJE

U praksi je vrlo ¢esto vazno poznavati kao je promatrana pojava rasporedena po pojedinim
jedinicama obiljezja, npr. kako su rasporedena prirodna bogatstva, kapital, industrija,
poljoprivredne povrsine, gdje je najveca naseljenost, promet, zagadenost itd. Upravo su mjere
koncentracije pokazatelji (ne)ravnomjernosti spomenutog rasporeda. Ako je veci dio pojave
rasporeden na malo jedinica kazemo da je koncentracija velika 1 mjere koncentracije su blizu
svojih maksimalnih vrijednosti.

Tako na primjer u 2015. godini 85 najbogatijih ljudi svijeta posjedovalo je toliko bogatstva
kao 1 3.5 miljjardi najsiromasnijih ljudi svijeta (pola svjetske populacije). Ako je raspored
pojave priblizno ravnomjeran mjere koncentracije su blizu svojih minimalnih vrijednosti, npr.
svaki ucenik u razredu koristi za sjedenje jednu stolicu. Upoznat ¢emo najceS¢e koriStene
mjere: koncentracijski omjer i Ginijev koeficijent koncentracije.



DEFINICIJA 8. ZA NUMERICKINIZ X 2X,>..2X,_, >X >0, x #0 JE

ZX,

Z— =12,..,Nn (r —ti koncentracijski omjer),

Em R

GDJE JE A ARITMETICKA SREDINA NIZA.

Vidimo da se koncentracijski omjer izraCunava iz monotono padajuceg niza i pokazuje udio
prvih r najvecih ¢lanova niza u cjelokupnom totalu (zbroju numerickih vrijednosti niza). 1z

definicije slijedi da je LSCr <1. Sto je C, blize r raspored je ravnomjerniji, blize je
n n
rasporedu X, =X, =...=x_. Vrijednost C._ =1-C, pokazuje udio n—r najmanjih ¢lanova

niza u totalu (odnosno C, =1-C, . udio r najmanjih lanova).
Ako je niz zadan kao distribucija frekvencija,
(x, ), (%, ), s (X f)y X 2% 22X, 2% 20, x #0, f+f,+..f =n,

tada, uz navedeni izraz koji vrijedi za svaki r =1,2,...,n, izraz za s—ti koncentracijski omjer

prvih s najveéih grupiranih vrijednosti C. sada poprima oblik

Zfixi 1S fx

c, =C ) $=1,2,..k.

S fi+fo+ 4 g k '
i A

> X

i=1

Ako su podaci grupirani u razrede za x, uzimamo razredne sredine.

Prlmjer 12. Prema podacima za 2015. godinu 1% najbogatijeg svletskog
stanovnlstva posjedovao je 43% svjetskog bogatstva, slijede¢ih 19% stanovniStva 5
51% bogatstva dok je preostalih 80% posjedovalo samo 6% bogatstva. AnaI|2|raJmo

ovu raspodjelu svjetskog bogatstva mjerama koncentracije.

Ako je C, koncentracija svjetskog bogatstva na r% najbogatijeg stanovnistva, imamo

c =2 _043 -8B g4 c -BOI6_
100 100 100
Primijetimo da bi ravnomjerni raspored bio za C, =0.01 i C,, =0.2. Vrijednost C, =1-C, ,

pokazuje koncentraciju svjetskog bogatstva na r% najsiromasnijeg stanovniStva, pa je



€, =1-C,, =0.06, C,,=1-C, =0.57.

Definiciju Ginijevog koeficijenta koncentracije za monotono rastué¢i niz objasnit ¢emo
pomocu grafickog prikaza (Lorenzove krivulje). Promatramo opceniti slucaj distribucije
frekvencija,

(x, ), (%, £), s (X f), 0SX <X, <..SX <X, X% #0, f+f,+.f =n

Pojedinacni negrupirani podaci su samo specijalni slu¢aj ovog niza gdje je f, =11=12,...,k
pa je k=n. U koordinatnom sustavu prikazujemo tocke (P,X;), i=12,...k gdje su P
relativne kumulativne frekvencije podataka (os apscisa) a X; relativna kumulativna vrijednost
niza — relativni udjeli podtotala u totalu (os ordinata),
i 1 i i
14 i Zzlf,-x,- szlfjxj Zzlijj
Pi:H _lszz_;,pj’ Xi:Jk = =-

_ : 1 &
d d Z fiX; EZ fiX;
=i i1

. 1=12,..k,

gdje je Aaritmeticka sredina polaznog niza. Dakle, postupak je slijede¢i. 1z zadanog niza
frekvencija f, f,,..., f, formiramo niz relativnih frekvencija plzﬂ, P, :L Py _f te
n n n

zatim njegovu kumulantu
R=p, B=p+P B=p+P+P; ... R=P+P,+..+p =1
Sliéno formiramo niz agregata f,x, f,X,,..., f, X, , odredimo total (zbrojimo niz agregata)

k
T =) f,x, te formiramo niz relativnih agregata X : f2% fi i njegovu kumulantu
=i T T

T

X, flxi’ X, _fx f2x2, X, = fix | X fX L P S .

T T T T T T ' 7Y 1 1T 7T

U slucaju niza negrupiranih pojedina¢nih podataka u Sve gore navedene izraze uvrstimo

fi=1f,=..=f, =11 k=n, pa je tako na primjer niz relativnih frekvencija l—i
nn n
kumulanta B, :1, P, :g, P, :E, .y B =P L
n n n n

Tako dobivene tocke prikazujemo u koordinatnom sustavu i spajamo poligonalnom linijom
(R, X,)=(0,0), (B, X)), (B, X,), ..., (R, X,4), (R, X,)=(112),

koju nazivamo Lorenzova krivulja (slika 29). Ona uvijek pocinje u tocki (0,0) a zavrSava u
(1,1). Ako je raspored podataka ravnomjeran (svi X; su medusobno jednaki) krivulja se

poklopi sa duzinom koja spaja (0,0) i (1,1) (pravac jednolike raspodjele).



0.75

0.5

0.25

0 0.25 0.5 0.75 1

Slika 29. Lorenzova krivulja

U protivnom, kako su podaci dani u monotono rastuéem redoslijedu, Lorenzova krivulja je
uvijek ispod te duzine (konveksna krivulja) i pripada pravokutnom trokutu (0,0), (1,0), (1,1).
Sto je krivulja dalje od pravca jednolike raspodjele (hipotenuze trokuta), tj. §to je povrsina
izmedu njih veca, veca je neravnomjernost raspodjele. Ginijev koeficijent koncentracije G
definira se kao dio koji ta povrSina (U) zauzima u navedenom trokutu (omjer te povrsine i

povrsine trokuta). Kako je povrsina trokuta U +V =0.5, imamo

u 05-V

== =1-2V.
05 05

G

Povr§inu V mozemo izraziti pomocu prikazanih tocaka zbrajanjem povrSina trapeza sa
vrhovima (P_,,0), (R,0), (P, X,), (P, X;,), i=12,..,k. Kako je visina navedenog trapeza

P —P_, aosnovicesu X, i X, njegova povrsina je (X;+ X, ,)(P —P_)/2 paimamo

G zl—zk:(xi +X, )P -P.) :1—Zk: p(X,+X.,), X,=P =0, (16)

> 1 +% =2X, —% . Formula (16) moze

jerje B—-R _h p,. Pritomeje X, + X, ,=2X
n

se i dalje transformirati (vidjeti zadatke 4 i 5).



Prema definiciji G je uvijek izmedu 0 (jednolika raspodjela) i 1 (ekstremno nejednolika
teorijska raspodjela — cjelokupna pojava je koncentrirana u jednoj tocki) pa se rezultat moze
izraziti i u postocima. Ako su podaci grupirani u razrede, za vrijednosti x;, kao i do sada,

uzimamo razredne sredine.

Ponekad se u praksi koristi i normirani Ginijev koeficijent koncentracije,

G'=—,
G

max

gdje je G, najve¢i moguéi koeficijent koncentracije za promatranu distribuciju. On moze

biti determiniran prakti¢nim ogranic¢enjima pojave koju promatramo ili se uzima teorijska
vrijednost (vidjeti zadatke 1 i 3).

U primjeru 12 su ve¢ zadane relativne vrijednosti pa samo treba urediti niz u rastu¢em poretku
(od najsiromasnijih). Kako je niz relativnih frekvencija 0.8,0.19,0.01 a niz relativnih totala

0.06,0.51,0.43 , kumulativni nizovi su 0.8,0.99,1 odnosno 0.06,0.57,1 , pa imamo:
(R, X,)=(0,0), (R, X,)=(0.8,0.06), (R, X,)=(0.99,0.57) i (R, X;)=(11). Dakle,

G =1-[0.8-(0.06+0)+0.19-(0.57 +0.06) +0.01- (1+0.57) | = 0.8166 = 81.66%.

Vidimo izrazito znacajnu nejednolikost u rasporedu svjetskog bogatstva (visoku koncentraciju
bogatstva u pojedinim jedinicama — centrima financijske mo¢i).

Kako se Lorenzova krivulja vrlo Cesto koristi za analizu raspodjele novcanih sredstava
(dohotka, fondova, proracuna i sl.) navodimo i slijedeci primjer.

Prlmjer 13. U jednoj firmi 6 radnika prima prosje¢nu pla¢u od 3600 kuna, 30 :
: radnika 5500 kuna, 60 radnika 7800 kuna, 18 radnika 11200 kuna i 6 radnika 17300 :
ikuna. Prikazimo ovu raspodjelu Lorenzovom krivuljom i odredimo koeficijent§
: koncentracije. :

U skladu sa navedenim postupkom formiramo tabelu.

i Xi fi pi I:)I fi Xi

1 3600 6 0.05 0.05 21600
2 5500 30 025 0.3 165000
3 7800 60 05 038 468000
4 11200 18 0.15 0.95 201600
5 17300 6 005 1 103800
X n=120 1 T=960000



fiXi /T X, Xi + ><i—jl_ pi(xi + ><i{L)

1 0.0225 0.0225 0.0225 0.001125

2 0.171875 0.194375 0.216875 0.05421875
3 0.4875 0.681875 0.87625  0.438125

4 0.21 0.891875 1.57375  0.2360625
5 0.108125 1 1.891875 0.09459375
b 1 0.824125

Tabela 11. Podaci za Lorenzovu krivulju i indeks koncentracije

Koriste¢i relaciju (16) dobivamo G =1-0.824125=0.175875~17.6% S§to pokazuje
primjeren stupanj ravnomjernosti rasporeda placa u toj firmi. Lorenzovu Krivulju

konstruiramo spajanjem tocaka (P, X;), 1=0,1,2,3,4,5.

ZADACI

1.

Ako se na nekom natjecanju dodjeljuje jedna nagrada a ima n natjecatelja, koliki je
koncentracijski omjer i koeficijent koncentracije? Sto se dogada za n —o0?

Ako se na nekom natjecanju dodjeljuju tri nagrade: prva 5000, druga 3000 i tre¢a 2000
kuna, a ima n natjecatelja, odredite koeficijent koncentracije. Konkretizirajte rezultat
za n=10, 100, 1000.

Odredite koeficijent koncentracije podjele jednog iznosa na dva dijela u omjeru a:b,
a<b. U kojim granicama se nalazi rezultat ovisno o vrijednostima a i b ? Ako va$

brat dobije duplo veci dZzeparac od vas, koliki je normirani koeficijent koncentracije?
Dokazite da se izraz (16) moze takoder pisati u obliku

=Y (P.X ~PX,,).

||
N

Ako je f =f,=..=f =1 dokazite da se izraz (16) moze pisati u obliku

2 . 1 s

G_n—_l_izzl:(rxi) - 1, T _gxi.
Provjerite ovu formulu na zadacima 1, 21i 3.
U razredu formirajte grupe 3-6 ucenika slu¢ajnim odabirom. Zamislite da je svaka
grupa otisla na izlet u prirodu. Clanovi grupe su se razdvojili i jedan od njih je
pronasao 10000 EUR a da ostali to nisu znali. Ako ste vi taj ¢lan, da li bi i kako bi
podijelili iznos sa ostalim ¢lanovima grupe? Odredite koeficijent koncentracije vaSe
podjele te ga usporedite sa koeficijentom podjele ostalih ¢lanova grupe.
Za raspodjelu 10=1+2+3+4 odredite koncentracijske omijere, koeficijent
koncentracije te nacrtajte Lorenzovu krivulju.



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Na jednom medunarodnom sportskom natjecanju dodijeljeno je 30 medalja. Ako je od
10 zemalja koje su sudjelovale na natjecanju jednoj zemlji pripala jedna medalja, dvije
zemlje dobile su po dvije medalje, tri zemlje po tri medalje i Cetiri zemlje po Cetiri
medalje, nacrtajte Lorenzovu krivulju i odredite koeficijent koncentracije za ovo
natjecanje.

Ako su tri osobe zajedno dobile 30000 kuna a raspodjela je opisana Lorenzovom
krivuljom kroz tocke (0,0), (1/3,1/6), (2/3,1/2), (1,1), koji iznos je dobila svaka osoba?
Koliki je koeficijent koncentracije?

Ispitajte koliki je mjesecni kuéni budzet vase obitelji te koliki dio potrosi svaki Clan
(zajednicke troskove — rezije mozete razdijeliti ravnomjerno). Nacrtajte Lorenzovu
krivulju i odredite koeficijent koncentracije.

U jednu lije¢nic¢ku ordinaciju tokom prvog kvartala 2016. godine primljeno je 200
osoba oboljelih od gripe. Medu njima je bilo 62 djece do 10 godina starosti, 39 mladih
10-20 godina, 31 odraslih 20-40 godina i 68 osoba 40-80 godina. Da li postoji
znacajnija koncentracija oboljelih po godinama starosti ili je gripa zahvatila sve dobi
ravnomjerno?

Koliki je prvi koncentracijski omjer za prvih n prirodnih brojeva? Interpretirajte
rezultat za n=99. Poopcite rezultat na nenegativan aritmeticki niz.

Koliki je prvi koncentracijski omjer za beskonacan niz 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ...?
Poopcéite rezultat na nenegativan konacan i beskonacan geometrijski niz.

U trgovini je na ponudi jedan proizvod u tri razli¢ite kvalitete, klasa I, 11'i 11l. Klasa Il
je za 25% skuplja od klase 11l a klasa | za 50% od klase I1l. Ako je prodano najmanje
klase | a u odnosu na nju duplo vise klase I1 i tri puta vise klase III, odredite pripadne
koncentracijske omjere prometa od navedene prodaje.

Odredite koeficijent koncentracije za prodaju u prethodnom zadatku.

Na trziSte su plasirana cetiri nova modela mobitela po cijenama od 1000, 2000, 4000 1
8000 kuna. Ako je prvog tjedna prodana jednaka koli¢ina svakog modela, odredite
pripadne koncentracijske omjere i koeficijent koncentracije vrijednosti ove prodaje.

RJESENJA

1.

2.

Za raCunanje koncentracijskih omjera formiramo niz x,0,0,...,0, gdje je X vrijednost
nagrade, pa je C, =1 za sve r =1,2,...,,n, §to pokazuje potpunu koncentraciju pojave
na samo jednu jedinicu obiljezja. Za koeficijent koncentracije uzimamo niz 0,0,...,0, X

pa je f.=1 p,=1/n, i=12,..,n, iz Cega slijedi G=1—(O+O+...+£§J=1—1.
n X n

Ovo je ujedno najveca teorijska koncentracija (G,,,) distribucije jednog iznosa na n

dijelova. Za n — o imamo G — 1 (teorijska koncentracija u jednoj tocki).

Imamo niz x, =X, =...=X,,=0, X _,=2000, x, , =3000, x, =5000 i frekvencije

fi=f,=..=f =1 pajeX,=X,=..=X,,=0,X, ,=02,X, ,=02+03=05,

X, =0.5+0.5=1. Dakle,



G :1—[0+0+...+0+%-0.2+%-(O.5+O.2)+%-(1+0.5)} 1—%

Za n=10 je G=0.76, za n=100 je G=0.976 aza n=1000 imamo G =0.9976.

3. Ako je S iznos koji dijelimo, imamo: x1:is XZ:LS fi=1,=1 =

a+b ' a+b

~a )
:— . Nadalje, X, = , X, =1,paje
P.=D0, ] PR pa ]

G=1- 1i+1(1+ a ] __b-a
2 a+tb 2 a+b 2(b+a)
Vidimo da je G>G,,, =0 (za a=b) i GG, =05 (za a=0) pa je normirani
koeficijent

(e

—a
+a

c=S
05

(=

Za slucaj raspodjele dzeparca je a=1,b=2 = G'=1/3~33%.
4. Imamo

G=1- Z(X +X| 1)(P ) i(Pixi_i_PiXi—l_P'—lxi —1 —1)

i=1 I
1o RX + YR,

><

k K
i1t 2, (P X =P Xi4) =1-RX, + > (P, X, =P X,)
=

jerje P.=X,=1i P,X,~PX,=0-X,~P,-0=0.
5. Dokaz je slozeniji pa je namijenjen boljim uéenicima. Kako je k=n te p,=1/n,
X+ X, ,=2X,-% /T zasve i=12,..,n, imamo

G= 1——Z(x Xiy) = 1——(2Zx —?Z J:l—%[zixi—l}

i=1 i=1

Sto uz ZX = nx1+(n Dx, +(N—2)X, +.. +1x] [(n+1)zn:xi—zn:ixi]daje

i=1

T

2+ S 28 ], Af2(n+) o2&
G=1 n[ T iZ:l:xi Té'x‘ 1} =1 n{ T TiZ:l:IXi 1}

1 2 .. 1

1—2—g+izn:ixi += = = Yix-=-1

n nT3 n nT = n

6. Kaoristite svoje podatke.



10.
11.

12.

13.

14.

Zaniz 43,21 jeC =04,C,=07,C,=09iC,=1. Zaniz 1,234 je k=n=4te
f,=1, p,=0.25za i=12,3,4. Tocke za Lorenzovu krivulju su: (0, 0), (0.25, 0.1),
(0.5, 0.3), (0.75, 0.6), (1,1). Imamo G =1-0.25(0.1+0.4+0.9+1.6) = 0.25.

Tu je X, broj medalja a f, broj zemalja koje su dobile x, medalja. Imamo x, = f, =i

za i=1,2,3,4. Racunamo kao u tabeli 11. Za Lorenzovu krivulju dobijemo tocke:

1 1 3 5 6 14
(0.0) (E%j (5%) (E%j (L),

. 1 1 2 6 319 4 44
pa je G=1—(—~—+—-—+—~—+—-—j
10 30 10 30 10 30 10 30

Prva osoba 1/6 iznosa (5000 kuna), druga 1/2—-1/6=1/3 iznosa (10000 kuna) i treca
11 12 1 3)_2

1-1/2=1/2 iznosa (15000 kuna). G :1—(—~—+—~—+—~—
36 33 32

5 .
Koristite stvarne podatke.
Imamo razredne sredine: x, =5, X, =15, X, =30 i x, =60 te frekvencije f, =62,

f,=39, f,=311i f,=68. Dalje postupamo kao u tabeli 11. Dobijemo n=200,
T =5905, pa je

c-1(031.310, 01951205 o op 2720 o, 7730 _ 2524.125
T T T 5905

=0.427...,
T

$to pokazuje znacajnu koncentraciju (neravnomjernost) oboljenja po starosnoj dobi.
Imamo niz n,n-1,n-2,..,2,1. Kako je zbroj niza S=n(n+1)/2, bit ¢e

C,=n/S=2/(n+1).Za n=99 je C, =0.02 sto znaci da prvi, najveci ¢lan niza (99)
¢ini 2% ukupnog zbroja svih ¢lanova niza (4950). Kako opcenito zbroj aritmetickog

niza a, >a,>..2a,>0,a #0 iznosi S =M, imamo Clzz;511 .
2 n(a +a,)
Za geometrijski niz a, >a, >...>2a, >0, a, #0 kvocijent niza je 0<q<1 (za q=1
1-q" a 1

niz je konstantan) a zbroj S =a, ,paje C ===

1-q S 1
beskonaéni niz vrijedi n—»>w=09"—>0 pa je C,=1-q . Za zadani niz je

—qn (za q=1je C1=1). Za

a, =1 q9=0.5, paje C, =0.5 sto znaci da prvi ¢lan niza (1) ¢ini 50% ukupnog zbroja
svih ¢lanova niza (2).

Ako je x cijena proizvoda klase Il tada je 1.25x cijena za klasu Il i 1.5x za klasu I.
Nadalje, ako je f koli¢ina prodanih proizvoda klase I tada je 2f koli¢ina prodane

k
klase I1a 3f klase 1. Imamo )" f,x, = f -1.5x+2f -1.25x+3f -x=71fx, paje
i=1



JIOX_ 3 oram ¢ =BEMHEZOM_4 o9, c) =1=100%
7fx 14 7 fx 7

15. Poredamo podatke za klase IlI, 11 i | te slijedimo postupak iz tabele 11. Dobijemo
p,=1/2, p,=1/3, p,=1/6, X,=3/7, X,=55/7, X,=1, paje

G=1- lg+1 §+§ +1- 1+E :1—Ezlz8.3%,
27 37 7) 6 7 84 84

a Sto ukazuje na vrlo ravnomjernu vrijednost prometa po klasama proizvoda.
16.Imamo f =f,=f,=f,=f . Za koncentracijske omjere koristimo redoslijed

podataka x, =8000, x, =4000, x, =2000, x, =1000, pa je

L4000 140y
15000f 15

' 15000f 15

» 8000f 8 C2,:12000f :i c,
15000f 5

Za koeficijent koncentracije uzimamo x, =1000, x, =2000, X, =4000, x, =8000,
paje p=p,=p,=p,=1/4, X, =1/15, X, =3/15, X, =7/15, X, =1. Imamo

G=1- 11+l i+i +l~ l+i +£- 1+l =1—£=§z38.3%.
415 4115 15) 415 15) 4 15 60 60

VREMENSKI NIZOVI

Gotovo svaka pojava u prirodi i druStvu protokom vremena se mijenja. Da bi uopée mogli
registrirati bilo kakvu promjenu potrebno je pratiti pojavu kroz vrijeme. Tako na primjer
pratimo cijenu nafte na svjetskom i domacem trZistu, dionice na burzama, ponudu 1 potraznju,
cijene u trgovinama, devizni te€aj, vremenske uvjete, temperaturu, tjelesnu teZinu itd.
Kronoloskim biljezenjem i uredivanjem podataka za neko obiljezje kroz vrijeme dobivamo
vremenski niz koji moze biti trenutacni (stock time) ili intervalni (flow time). Vrijednosti
trenutanog niza prikazuju stanje pojave u odredenim vremenskim to¢kama i opéenito nemaju
svojstvo kumulativnosti, nema ih smisla zbrajati, npr. temperatura, stanje na racunu, trenutna
cijena, broj ucenika u razredu i sl. Intervalni niz dobije se zbrajanjem vrijednosti pojave u
¢itavom intervalu promatranja pa prirodno ima svojstvo kumulativnosti, npr. broj turista po
mjesecima, dnevni promet, mjeseCna placa, tjedna proizvodnja itd. Intervali promatranja
najcesce su medusobno jednaki ali mogu biti i razli¢iti. Vidimo da vremenski nizovi nisu nista
novo. Radi se samo o specijalnom slucaju statistickih nizova koji su kronoloski uredeni. Sve
metode za analizu koje smo do sada upoznali moZemo primijeniti i na vremenske nizove
(neke smo vec i ranije analizirali — primjer 11). Da bi rezultati statisticke analize vremenskih
nizova bili §to pouzdaniji potrebno je obraditi podatke dobivene sistematskim pracenjem
pojave kroz duze vrijeme. Zbog njihove vaznosti 1 zastupljenosti upoznajemo ih jos detaljnije.
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Vremenski niz se ureduje kronoloski, redovito u pozitivnom smjeru po vremenskoj osi a
vrijednosti niza su najcesce frekvencije pojedinih oblika obiljezja. Vrijednosti vremenskih
nizova mogu sadrzavati viSe vremenskih komponenti: trend, ciklicku, sezonsku, i slucajnu
komponentu. Trend komponenta odrazava osnovni tok pojave u vremenu, tj. nacin kako
pojava zavisi 0 vremenskom toku (linearni, kvadratni, obrnuto proporcionalni,
eksponencijalni i sl. trend). Ciklicka komponenta o¢ituje se u ponavljanju istih ili vrlo sli¢nih
efekata u vremenskom tijeku pojave sa jednakim periodom (ciklusi). Ciklusi mogu imati vise
razina pa tako unutar glavnih ciklusa mozemo imati manje podcikluse, unutar njih nove itd.
Ako se sli¢ni efekti pojavljuju u istom dijelu ciklusa (istom dijelu dana ili istom dobu godine)
govorimo o sezonskoj komponenti. Ove tri komponente u pravilu se mogu izraziti i opisati
nekom funkcijom vremena pa spadaju u sistematske ili deterministicke vremenske
komponente. Sluc¢ajna komponenta odrazava nepravilna odstupanja koja nisu predvidiva a
nastaju zbog iznenadnih slucajnih ili nepoznatih faktora (rezidualna odstupanja). Ova
komponenta spada u nesistematske ili stohasticke komponente. Vremenska pojava moze
sadrzavati jednu, dvije ili viSe navedenih komponenti.

Uredeni vremenski nizovi se prikazuju popisivanjem, tabli¢no i graficki. Za graficki prikaz
intervalnih nizova mozemo Koristiti linijske i povrSinske dijagrame (histograme) a za
trenutacne samo linijske dijagrame. Pri tome, ako za intervalne nizove koristimo linijske
dijagrame, vrijednosti se nanose na pocetku, na kraju ili negdje unutar intervala (npr. u
sredini) ovisno o zadanim podacima i prirodi pojave koju prikazujemo. Isto tako, ako su
duljine vremenskih intervala medusobno razliCite, frekvencije kod intervalnih nizova treba
korigirati na fiksnu duljinu intervala jer se one odnose na Citav interval, dok kod trenuta¢nih
nizova ne treba budué¢i da one pokazuju stanje pojave u jednom vremenskom trenutku. Sve
ove dijagrame ve¢ Smo ranije upoznali. Za graficki prikaz pojava sa izrazenom sezonskom ili
ciklickom komponentom prikladni su i polarni dijagrami koje ¢emo upoznati kroz primjere.

Prlmjer 14. Prodaja motornih vozila na promatranom trzi§tu tokom posljednje :
: - &etiri godine po kvartalima navedena je u tabeli 12. Analizirajmo prodaju grafi¢ki. E
Koje komponente prodaje uocavamo? :

Godina I ] Il v Ukupno
2012. 65 140 80 40 325
2013. 59 136 75 42 312
2014. 64 149 61 64 338
2015. 66 151 77 39 333

Tabela 12. Pregled prodaje motornih vozila po godinama i kvartalima



Prodaju motornih vozila prikazali smo povrSinskim dijagramom na slici 30 gdje smo
pojednostavnili numeraciju godina (1., 2., 3. i 4. godina promatranja pojave). Na slici
mozemo uociti ciklicku komponentu prodaje po godinama te sezonsku po pojedinim
kvartalima. Izuzetak je druga polovica tre¢e (2014.) godine gdje je sezonski trend narusen pa
imamo slucajnu komponentu. Tako u treCem kvartalu te godine vidimo znatno smanjenu
prodaju u odnosu na sezonski trend iz prijasnjih godina (poremecaji na trzistu, mozda rast
cijena, pad standarda ili sl.) a u Cetvrtom nagli porast. Opcenito se statistickom analizom
detektiraju takve situacije koje se onda mogu pobliZe analizirati u svrhu otklanjanja neZeljenih
1 intenziviranja pozeljnih efekata.

Prodaja motornih vozila

1 2 3 4

Godine

160
140
120
100

Broj vozila
N A O ®
o o © © ©

Slika 30. Povrsinski dijagram prodaje motornih vozila

Na slici 31 prikazan je linijski dijagram promatrane prodaje na kojem su te komponente jo$
uocljivije. ProsjeCan broj prodanih vozila na godiS$njoj razini (aritmeticka sredina) iznosi
A=(325+312+338+333)/4=327 (na kvartalnoj 327/4=81.75) sto je takoder prikazano na slici
31. Analiziramo li odstupanja prodaje po godinama mjerama rasprSenosti, dobivamo

_9)\2 . 2 2 2
0'=\/( 2)"+( 154) 46" 582344, V=%=0.030041...z3%.

Vidimo da je koeficijent varijacije izuzetno malen pa aritmeticka sredina vrlo dobro
reprezentira prodaju na godi$njoj razini i predstavlja konstantnu trend komponentu prodaje.
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Slika 31. Linijski dijagram prodaje motornih vozila

Ciklicka i sezonska komponenta dobro su uocljive i na prikazu kumulativne prodaje na slici
32. Slu¢ajna komponenta (crveni oval) vidljiva je ali je slabije izrazena zbog relativno male
vrijednosti te komponente u odnosu na kumulativnu vrijednost. Ako u nekoj situaciji imamo
zadani kumulativni prikaz (sliku 32), iz njega uvijek mozemo dobiti dijagram frekvencija
(sliku 31) na kome su pojedine komponente jasnije izraZene.

Kumulativna prodaja vozila

1400

1200

1000

Broj vozila
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Slika 32. Kumulativni dijagram prodaje motornih vozila po kvartalima



Na slici 33 imamo ilustraciju pojave (crveni graf) sa sve Cetiri komponente. Na slikama 34 i
35 komponente su izdvojene, svaka zasebno. Zbroj svih komponenti na ta Cetiri grafikona
daje graf pojave.

Uocavanje i izdvajanje pojedinih komponenti iz promatrane pojave u praksi je vrlo vazno pa
su razvijene mnoge metode za taj postupak. Veliku primjenu nalazimo u kriminalistici
(izdvajanje slu¢ajnih i nebitnih elemenata iz tragova i otisaka), telekomunikaciji (uklanjanje
Sumova i smetnji iz signala), astronomiji i geologiji (prociS¢avanje valova — razdvajanje
ciklicke i stohasticke komponente kod elektromagnetskih, svjetlosnih, seizmickih i drugih
valova). Veliku primjenu nalazimo i u pracenju lokalnih i globalnih ekonomskih trendova
(cikli¢ko pojavljivanje perioda ekonomske krize, izmjena perioda rasta i pada cijena), zatim u
prac¢enju vremenskih uvjeta (periodic¢ko kretanje ciklona 1 anticiklona, morskih struja i sl.), u
razumijevanju izmjene zivotnih ciklusa kod zivih jedinki (biljke, Zivotinje 1 ljudi) kao 1 kod
Citavih populacija.

POJAVA -

=
r

Vrijeme

Slika 33. Pojava sa trend, ciklickom, sezonskom i slucajnom komponentom
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Slika 34. Trend i ciklicka komponenta pojave
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Slika 35. Sezonska i slucajna komponenta pojave

Za graficki prikaz ciklickih pojava sa sezonskim komponentama prikladan je i polarni

dijagram (radar). MoZzemo ga koristiti i za ostale pojave a ilustriramo ga slijede¢im
primjerom.

© Primjer 15. Na jednoj meteoroloskoj mjernoj postaji tokom kalendarske 'g'é'dfﬁ 'e"
Ezablljezene su slijedeée prosjecne mjesecne temperature: —3, 5, 7, 14, 13, 20, 27,
24 12, 15, 5, 0 °C. Prikazimo ove podatke polarnim dijagramom.

Koncentri¢ne kruznice (ili poligonalne linije) predstavljaju iste razine vrijednosti varijable
(poput izohipsi na zemljopisnim kartama). Zrake iz srediSta dijagrama predstavljaju

vremenske tocke (ukupno vrijeme promatranja pojave reprezentirano je punim krugom —
kutom od 360°).
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Slika 36. Prikaz prosjecnih mjesecnih temperatura polarnim dijagramom
Na istom dijagramu mozemo prikazati dva pa i viSe ciklusa (ovdje godina) radi usporedbe.

ZADACI

1. Odredite analiticki oblik (formulu) trenda slijede¢ih vremenskih nizova:
@ 77,777,777 (b)3,691215,18,21. (c) 50,48,46,44,42,40. (d) 1,2,4,8,16,32,64.
(e) 420,240,80,105,84,70. (f) 99,96,91,84,75,64,51. (9) 1/2,2/3,3/4,4/5,5/6,6/7,7/8.

2. Odredite trend i slu¢ajnu komponentu niza 1,2,3,4,5,6,6,9,9,10,11,12.

Odredite trend 1 ciklicku komponentu niza 52,98,152,198,252,298,352,398,452,498.

4. Razdvojite trend, ciklicku i slu¢ajnu komponentu niza 11,21,30,41,51,60,71,81,90,
102,111,121,131,141,150.

5. Napravite graficke prikaze za neke od prethodnih zadataka. Zadajte ili pronadite sami
slicne nizove, razdvojite komponente 1 napravite graficke prikaze.

6. Graficki prikazite tok kontinuirane vremenske pojave X(t) za vrijeme t>0 zadane sa:

(@) x(t)=3t+1, (b) x(t)=t>, (c) x(t)=420/t, (d) x(t)=2", (e) x(t)=sint.
7. Razdvojite pojedine komponente kontinuiranog signala x(t) = Asin(ot+c)+Bt” ,
t>0, u ovisnosti o vrijednosti parametra o ako su A B,w,c zadane konstante.

w

Napravite grafi¢ki prikaz signala i njegovih komponenti za slu¢ajeve a =0, a=1i
a=-1akoje A=B=w=1, c=0.



8. Sto mozete reci o strukturi kontinuiranog signala x(t) = At* sin(@t +c) u ovisnosti o
vrijednosti parametra o ako su A w,c zadane konstante? Napravite graficki prikaz
signala za slucajeve =0, a=11 a=-1akoje A=w=1, c=0.

9. Strukturnim stupcima prikazite va$ tjedni raspored sati. Napomena: svaki stupac
predstavlja dnevni raspored sati i strukturiran je po broju sati za pojedini predmet tog
dana, pri ¢emu svaki predmet moZzete prikazati drugom bojom.

10. Linijskim dijagramom prikazite dnevnu potroSnju svog dzeparca tokom mjeseca.

11. Dvostrukim stupcima prikazite vrijeme budenja i vrijeme odlaska na spavanje po
danima tokom perioda od barem dva tjedna. Napomena: svakom danu pripadaju dva
stupca razli¢itih boja ¢ije visine predstavljaju dnevno vrijeme budenja i odlaska na
spavanje. Postoji li u vasem dijagramu izraZena ciklicka komponenta?

12. Trostrukim ili viSestrukim stupcima prikazite vrijeme dorucka, rucka i vecere (te
meduobroka ako ga imate) sli¢no kao u prethodnom zadatku. Postoji li ovdje ciklicka
komponenta ili prevladava slu¢ajna?

13. Ocijenite vrijeme tokom dana ocjenom od 0 do 5. Pri tome neka broj 5 predstavlja
vedar i suncan dan, broj 4 djelomi¢no suncan a djelomi¢no oblac¢an dan bez padalina,
broj 3 djelomi¢no suncan i djelomi¢no oblacan sa povremenim padalinama, broj 2
potpuno oblac¢an bez padalina, broj 1 potpuno oblacan sa povremenim padalinama te
broj 0 cjelodnevne padaline. Pratite vrijeme kroz kalendarski mjesec te ga prikazite
linijskim dijagramom na opisani nacin. Koje komponente uocavate u prikazu?

14. Slikovnim dijagramom 1ili dijagramom sa tockama prikazite tjedni pregled broja
ucenika u vaSem razredu izostalih sa nastave po danima. Ako je neki ucenik izostao
samo pojedine sate u jednom danu prikaZite ga dijelom sli¢ice ili drugac¢ijom sli¢icom
ili sli¢icom druge boje.

15. Polarnim dijagramom prikaZite broj slobodnih dana (dana kada nemate nastave) po
mjesecima u godini.

RJESENJA

1. U vremenskom nizu X, X,,...,X, indeksi t=1,2,...,n su vremenski intervali ili tocke
pa treba pronaci analiticku vezu vrijednosti X, i vremena t (funkciju x (t)). Imamo:
(@7, (b) 3t, (c) 52—2t, (d) 2", (e) 420/t, (f) 100—t?, (g) t/(t+1).

2. Trend komponenta je 1,2,3,4,5,6,7,8 ,9,10,11,12 a slu¢ajna 0,0,0,0,0,0,-1,1,0,0,0,0.

3. Trend komponenta je 50,100,150,200,250,300,350,400,450,500, cikli¢ka komponenta
je 2,-2,2,-2,2,-2,2,-2,2,-2.

4. Trend je 11,21,31,41,51,61,71,81,91,101,111,121,131,141,151, ciklicka komponenta
0,0-1,0,0,-1,0,0-1,0,0,-1,0,0,-1 a sluc¢ajna 0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0.

5. Vlastiti izbor.

6. Grafovi elementarnih funkcija.

7. Za a <0 ¢lan Asin(wt+c) je glavna (trend) komponenta a Bt” je smetnja ili Sum
(slucajna) komponenta koja se protokom vremena smanjuje (priguSuje). Primijetimo
da je glavna komponenta periodi¢na jer je takva priroda signala. Za >0 ¢lan Bt”
postaje glavna komponenta dok Asin(wt+c) postaje smetnja (za velike t oscilacije



smetnji su relativno sve manje u odnosu na veli¢inu glavne komponente). Za o =0
glavnu komponentu ¢ini ¢itav signal Asin(wt +c)+ B . U konkretnom sluéaju graficki

prikazujemo x(t) =sint+t koji razdvajamo na sint i t, zatim x(t) =sint+1/t koji
razdvajamo na sint i 1/t te na kraju x(t) =sint +1 Kkoji ne razdvajamo.

8. Za a >0 imamo sve vece pojacavanje a za o <0 sve vece priguSivanje signala kroz
vrijeme. Za a =0 imamo periodi¢ni signal konstantne jacine (amplitude). Signal ne
mozemo razdvojiti na aditivne komponente. Za ilustraciju prikazujemo grafove
x(t) =sint, x(t) =tsint i x(t) =(sint)/t.

9. Kaoristite svoj aktualni raspored sati.

10. Vodite evidenciju dnevne potrosnje.

11. Vodite evidenciju budenja i odlaska na spavanje.

12. Izrazena ciklicka komponenta u ovom i prethodnom zadatku ukazuje na zdrave
zivotne navike. Pradenje i analiza vlastitih aktivnosti tokom duljeg perioda (kao u
ovom i prethodna dva zadatka) razvija svijest o potrebi samokontrole i discipline te
potice usvajanje zdravih navika.

13. Ocjenjujte dnevno vrijeme tokom kalendarskog mjeseca.

14. Pratite izostanke po danima i satima. Mozete definirati sli¢ice ili boje za izostanak sa
jednog sata, dva sata, tri sata itd. sve do cjelodnevnog izostanka.

15. Koristite stvarne podatke.

INDEKSI

Jedan od osnovnih ciljeva analize vremenskih nizova je utvrditi dinamiku kojom se pojava
mijenja kroz vrijeme. U tu svrhu trebamo usporediti vrijednosti ¢lanova niza. AKo uzmemo
neki proizvoljni ¢lan niza, moZemo ga usporediti sa njemu susjednim ili sa jednim odabranim
Clanom (baznom vrijedno$¢u). Osnovne mjere za usporedbu su apsolutna i relativna
udaljenost (vidjeti poglavlje Odnos dvaju podataka). Pomoc¢u njih se definiraju verizni ili
lancani i bazni indeksi a svi oni zajedno Cine pokazatelje dinamike vremenskog niza (pojave).

DEFINICIJA 9. NEKA JE X,X,,...X ;,X, VREMENSKI NIZ.

1 -1 Tn

ZA t=23..,n JE

A, =X —X_, (prvadiferencija), o, = 57X (stopa promjene), V, = X (verizni indeks).
Xt—l -1

ZA t=12,..,n | ZAZADANI be{12,..n} JE

A; =X —X, (prvadiferencija), o, = X% (stopa promjene), |, = % (bazni indeks)
X X,

U ODNOSU NA BAZNO RAZDOBLIJE b.



Vidimo da prve tri veli¢ine mjere odnos dvaju susjednih ¢lanova niza a preostale tri odnos
proizvoljnog ¢lana sa referentnim baznim ¢lanom niza. Dok su diferencije izrazene u mjernim
jedinicama pojave, stope promjene i indeksi su neimenovani brojevi (relativne vrijednosti) pa
se Cesto izrazavaju u postocima. Napomenimo da opcenito vrijednost X, ne mora biti ¢lan

niza ve¢ bilo koja referentna vrijednost u odnosu na koju zelimo analizirati odstupanja. 1z
definicije proizlaze slijedee veze izmedu pojedinih pokazatelja dinamike.

5=Blov_1 Veles, & =201 1 12148 A=A-A', V=
Xt—l Xb Itfl

Ako zelimo odrediti bazne indekse pomocu veriznih tada za baznu veli¢inu mozemo uzeti
prvi ¢lan niza pa imamo |, =1=100 (%), I.=V.-l.,, 1=2,3,..,n. Pomoc¢u navedenih

pokazatelja moZemo pratiti razvoj jedne pojave u vremenu (vidjeti takoder i primjer 18) pa
govorimo o individualnim pokazateljima dinamike.

noc¢enja u srpnju i 2850 u kolovozu. Ako je ofekivana prosjecna popunjenost hotela
u ljetnim mjesecima 90%, analizirajmo ostvareni promet pokazateljima dinamike.
Imamo X, =2625, X, =2850 (n=2). Za baznu vrijednost uzimamo ocekivanu popunjenost
X, =100-31-0.90=2790 nocenja. Imamo jedan verizni i dva bazna indeksa (i njima

pridruzene diferencije i stope promjene),

A, =225 5,=0.08571..~8.57%, V,=1.08571... (verizni),
Al =-165, & =-0.05913..~-591%, I, =0.94086... (bazni),
A, =60, &, =0.02150...~2.15%, |,=1.02150... (bazni).

Vidimo 8.57% (225) vise nocenja u kolovozu u odnosu na srpanj te 2.15% (60) vise od
ocekivanog dok je u srpnju 5.91% (165) manje od oc¢ekivanog broja nocenja.

Za razliku od individualnih imamo i skupne pokazatelje dinamike kojima mozemo istodobno
pratiti razvoj dviju ili viSe pojava u vremenu. Za primjer navodimo vazne i Cesto koristene
skupne indekse cijena, kolic¢ina i vrijednosti.

Odaberimo n razlicitih roba (proizvoda, usluga) koje koristimo u svakodnevnom Zzivotu cije
cijene i koli¢ine promatramo u dva vremenska razdoblja (prvom-baznom i drugom-tekuc¢em).

Neka su p, (p/) cijene u prvom (drugom) a g, (q;) koli¢ine u prvom (drugom) razdoblju,
i=12,...,n. Umnozak cijene i koli¢ine je vrijednost pojedine robe u nekom od promatranih

razdoblja. Slijedeci skupni indeksi mjere relativnu promjenu cijena, koli¢ina i vrijednosti svih
odabranih roba u drugom razdoblju u odnosu na prvo razdoblje.



> pla, > plf
— i=1 Il — i=1
p n ! p n

> pa > pa
i=1 i=1

> po > plf
i=1 If — i=1

1, =1 p=iE
zpi’qi
i1

I (indeksi cijena),

(indeksi koli¢ina),

e
z Pid;
i=1

> pig

i=1

Z PiG;
i1

=11 =11 (indeks vrijednosti).

Indeksi I, (1)) pokazuju relativnu promjenu svih cijena promatranih roba na temelju
koli¢ina iz prvog (drugog) razdoblja. Sli¢no, indeksi I, (1,) pokazuju relativnu promjenu
svih koli¢ina promatranih roba na temelju cijena iz prvog (drugog) razdoblja, dok indeks I,
pokazuje relativnu promjenu vrijednosti tih roba.

Kako je cijena jedna od osnovnih gospodarskih kategorija, ovi indeksi se koriste za pracenje
zivotnog standarda 1 opc¢enito gospodarske situacije na nacionalnoj razini. Primjenjuju se za
odredivanje indeksa troskova zivota ili indeksa potrosackih cijena (CPl — Consumer Price
Indeks) na temelju skupa reprezentativnih proizvoda (potrosacke ili obiteljske kosarice).

> P, Z& Pig;

CPI = Ip — i;l _ =l Pi :Z&W

pa  Ypg P
i1 -1

w=——Pa_

Z P;q;
=i

Vidimo da je CPI u stvari ponderirana aritmeticka sredina indeksa cijena pri ¢emu Su ponderi
udjeli vrijednosti pojedinih proizvoda u ukupnoj vrijednosti koSarice.

U RH izbor proizvoda i usluga za kosaricu (trenutno oko 740) odreduje se iz ankete o
potrosnji kuc¢anstva koju Drzavni zavod za statistiku provodi na godis$njoj razini na uzorku od
6500 kucanstava. Cijene proizvoda i usluga iz koSarice prate se mjesecno u 9 gradova:
Zagreb, Slavonski Brod, Osijek, Sisak, Rijeka, Pula, Split, Dubrovnik i Varazdin.

CPI se redovito objavljuje i sluzi za pracenje standarda i skupne razine cijena na trzistu.
Pomoc¢u njega se odreduje veli¢ina realnih placa (omjer nominalne place i CPI) te stopa
inflacije. Jo$ jedna znacajna primjena ovakvih indeksa su burzovni indeksi kojima se prati
kretanje cijena dionica na burzama (CROBEX za Zagrebacku burzu).



Primjer 17. U potrosacku koSaricu uvrSteno je pet vrsta proizvoda: kruh (A), :
mlijeko i mlije¢ni proizvodi (B), meso i mesne preradevine (C), povrée (D) i voce
(E). Podaci o cijenama i koli¢inama za bazni i teku¢i mjesec dani su u tabeli 13.
Koli¢ine su dane u komadima (1 kom = 750 grama) za proizvod A, u litrima za B te
u kilogramima za C, D i E a cijene u kunama po jedinici koli¢ine. Odredimo
indekse cijena, koli¢ina i vrijednosti te CPI za ovaj izbor. :

Bazni mjesec

Proizvod = cijena  koli¢ina

A 7.00
B 5.90
C 23.50
D 5.60
E 10.90

30
20
12
10

8

Teku¢i mjesec

cijena
7.00
6.00
24.50
5.90
10.50

koli¢ina
31

22

14

12

7

Tabela 13. Podaci o sastavu potrosacke kosarice

Odredujemo sve indekse redom. Indeks cijena na temelju koli¢ina iz baznog razdoblja,

7-30+6-20+24.5-12+5.9-10+10.5-8 767

I, =CPl= = =1.0183218....
P 7-30+5.9-20+23.5-12+5.6-10+10.9-8 753.2
Indeks cijena na temelju koli¢ina iz tekuceg razdoblja,
| 7-31+6-22+24.5-14+5.9-12+10.5-7 _ 836.3 _1.0207494..
P 7.31+5.9-22+235.14+5.6-12+10.9-7 819.3
Indeks koli¢ina na temelju cijena iz baznog razdoblja,
I, = 7-31+5.9-22+235-14+5.6-12+109-7 819.3 108775889,
7-30+5.9-20+23.5-12+5.6-10+10.9-8 753.2
Indeks koli¢ina na temelju cijena iz tekuéeg razdoblja,
Il = 7-31+6-22+24.5-14+5.9-12+10.5-7 836.3 _1.09035202...
7-30+6-20+24.5-12+5.9-10+10.5-8 767
Indeks vrijednosti,
_ 7-31+6-22+24.5-14+5.9-12+10.5-7  836.3 111032926,

Y 7.3045.9-20+23.5-12+5.6-10+10.9-8 753.2

Vidimo da svi dobiveni indeksi upucuju na porast troskova zivota (svi su veéi od 1) u
teku¢em mjesecu u odnosu na bazni mjesec. Indeksi cijena (koli¢ina) pokazuju skupno
povecanje cijena (koli¢ina) dok indeks vrijednosti pokazuje da su ukupna izdvajanja za

kosaricu (njena vrijednost) veéa za oko 11%.



ZADACI

1.

10.

11.

12.

Odredite verizne indekse vremenskog niza 40, 45, 51, 48, 60, 54, 52 te zatim bazne
indekse u odnosu na medijalno razdoblje po velicini (ne po kronoloskom redoslijedu).
Proizvodnja pSenice na jednom poljoprivrednom kompleksu tokom zadnjih pet godina
dana je veriznim indeksima: —, 95, 110, 102, 90. Ako je u zadnjoj godini proizvodnja
bila 95931 tonu, odredite proizvodnju u prve Cetiri godine.

Odredite verizne indekse za mjesece u kalendarskoj godini po broju dana.

U prvih Sest mjeseci tekuce godine kretanje potraznje jedne vrste robe na odredenom
trziStu opisano je baznim indeksima: 90, 85, 100, 108, 104, 110. Opisite dinamiku
potraznje stopama promjene te interpretirajte dobivene rezultate.

Rekonstruirajte stanje ra¢una na pocetku svake od proteklih pet godina ako je na
pocetku ove godine stanje bilo 12347.35 EUR a godisSnje stope promjene (kamatne
stope) su bile redom (u %): 4.1, 3.45, 3.8, 4.23 i 4.05.

Poznati su bazni indeksi: 120, 100, 110, 95, 105. Odredite bazne stope promjene,
verizne indekse i1 verizne stope promjene.

Poznati su bazni indeksi broja ucenika od prvih do osmih razreda jedne osnovne Skole:
95, 90, 100, 107.5, 112.5, 92.5, 110, 85. Ako u $koli ima ukupno 634 ucenika, koliko
ih pohada prvi, drugi, treci, ..., osmi razred?

Poznati su verizni indeksi broja ucenika od prvih do Cetvrtih razreda jedne srednje
skole: —, 90, 120, 87.5. Ako u skoli ima ukupno 785 ucenika, koliko ih pohada prvi,
drugi, tre¢i i Cetvrti razred?

(a) Odredite verizne indekse za niz: 5, 6, 0, 0, 0, 4, 3.

(b) Napisite opéeniti niz koji ima verizne indekse: —, 150, 0, oo, 200, 0, 100.

Od nastavnika zatrazite podatke o broju upisanih uc¢enika u prve razrede u vasoj skoli
tokom zadnjih 10 godina te ih prikazite: (a) dijagramom prvih diferencija, (b)
dijagramom stopa promjena u odnosu na aritmeti¢ku sredinu kao baznu veli¢inu.

U jednom proizvodnom pogonu je u baznom razdoblju utroseno 420 kg sirovine A po
cijeni 35 kn/kg, 300 I sirovine B po cijeni 75 kn/l i 520 komada sirovine C po cijeni 60
kn/kom. U teku¢em razdoblju potroseno je 450 kg A po 33 kn/kg, 280 1 B po 78 kn/l i
550 kom C po 59 kn/kom. Odredite indekse cijena i koli¢ina u odnosu na bazno
razdoblje te indeks vrijednosti.

Odaberite nekoliko proizvoda i odredite njihove koli¢ine za potrosacku koSaricu.
Prikupite podatke o njihovim cijenama u razli¢itim trgovackim centrima (Konzum,
Billa, Plodine, KTC i sl.) te odredite skupne indekse cijena jednog centra u odnosu na
drugi (u parovima).

RJESENJA

1.

Verizni indeksi (u postocima, zaokruzeni na dvije decimale): 112.50, 113.33, 94.12,
125.00, 90.00, 96.30. Medijalno razdoblje po velicini je trece pa je X, =51 (jer su u tri

razdoblja vrijednosti manje od 51 a u tri vece). Bazni indeksi: 78.43, 88.24, 100.00,
94.12, 117.65, 105.88, 101.96.



. Ozna¢imo proizvodnje sa B,P,,R;, P,.P,. Imamo P, =95931=0.9P, = P, =106590,
P, =1.02P,= P, =104500, P, =1.1P,= P, =95000, P, =0.95P, = P, =100000 tona.

3. Zaokruzeni na dvije decimale indeksi su: —, 90.32 (93.55), 110.74 (106.90), 96.77,
103.33, 96.77, 103.33, 100, 96.77, 103.33, 96.77, 103.33. U zagradama su indeksi za
veljacu 1 ozujak u prijestupnoj godini.

4. Imamo o, =V,-1=1/1_,-1 i=2,34,56 . Dakle, 6,=85/90-1=-0.04444... ,
0,=100/85-1=0.17647..., 6, =108/100-1=0.08, &, =104/108—-1=-0.03703...,
0; =110/104 -1 =0.05769... . Interpretacija: u veljaci je potraznja bila za oko 4.4%
manja nego u sijecnju, u ozujku za oko 17.6% vecéa nego u veljaci itd.

5. 1z 8 =(x —%_,)/ %, slijedi x =(1+05,)%_,, odnosno x,_, =x/(1+3,), pa su stanja
bila: 10184.98, 10602.57, 10968.36, 11385.15 1 11866.75 EUR.

6. Oduzmemo li 100 od baznih indeksa dobivamo bazne stope promjene (u %): 20, 0, 10,
-5, 5. Kvocijent uzastopnih baznih indeksa daje verizne: —, 100/120=0.8333...=
83.33...%, 110/100=1.1=110%, 95/110=0.863636...=86.36...%, 105/95=1.10526...
110.526...%. Oduzimanjem 100 od veriznih indeksa dobivamo verizne stope
promjene (u %): —, —16.666..., 10, —13.636..., 10.526... . Uoc¢imo da prvi verizni
indeks i stopa promjene nisu definirani.

7. Zbroj baznih indeksa je 792.5% = 634 ucenika, pa je 1% = 0.8 ucenika. Mnoze¢i
bazne indekse sa 0.8 dobivamo broj ucenika: 76, 72, 80, 86, 90, 74, 88, 68.

8. Izracunamo bazne indekse. Vidjelismo daiz V, =1, /1, slijedi I, =V,-1_,, pa imamo
I, =100%, 1,=0.9-100=90%, 1,=1.2-90=108%, |, =0.875-108 =94.5% . Dalje
postupamo kao u prethodnom zadatku. Zbroj baznih indeksa je 392.5% = 785 ucenika,
pa je 1% = 2, odnosno, po razredima: 200, 180, 216, 189.

9. (@ —,120,0, 100,100, «, 75. (b) a, 1.5a, 0, b, 2b, O, O, pri ¢emuje a,b=0.

10. Koristite stvarne podatke za vasu skolu.

11. Imamo 1, =(33-420+78-300+59-520):(35-420+75-300+60-520) = 0.99327... ,

zatim 1, = (35-450+ 75-280+60-550) : (35-420 + 75-300+ 60-520) = 1.0197368... ,

te |, =(33-450+78-280+59-550):(35-420+75-300+60-520) =1.0108187....
12. Koristite stvarne podatke.

SREDNJE VRIJEDNOSTI

Do sada smo razvoj pojave u vremenu pratili pomocu uredenog vremenskog niza, njegovog
grafickog prikaza i pokazatelja dinamike. Ako Zelimo vremenski niz okarakterizirati samo
jednim broj¢anim pokazateljem koristimo srednje vrijednosti koje smo ve¢ ranije upoznali.

Ako imamo uredeni intervalni niz, to je samo specijalni slu¢aj niza kvantitativnih podataka,
pa se srednje vrijednosti i mjere odstupanja odreduju na ranije opisani nacin (vidjeti poglavlja
Srednje vrijednosti i Mjere rasprsenosti). Pri tome treba paziti da su intervali medusobno



jednaki. Ako nisu podaci se korigiraju na fiksnu duljinu intervala. Srednje vrijednosti su
prikladne za opisivanje nizova sa pretezno nesistematskim komponentama. Za sistematske
komponente prikladniji su modeli vremenskih trendova a srednje vrijednosti daju uvid u
prosjecne vrijednosti pojave.

Pogledajmo sada pokazatelje dinamike. Kako je prva diferencija aditivna veli¢ina (dobivena
je operacijama zbrajanja i oduzimanja, A, =X, —X_;, X =X_ +4,) za odredivanja prosjeka
koristimo aritmeticku sredinu. Imamo prosjecnu prvu diferenciju susjednih ¢lanova (A ), u
odnosu na raspon varijacije (A ) i prosjecnu apsolutnu prvu diferenciju (A, ),

A Dot At A Xmx max {X;, Xy, Xy f = MIN{X, Xy, X, |
- n-1 S on-1 R n—1 ’
:|A2|+|A3|+...+|An|
abs n—1 '

*
abs

Sliéno tome imamo prosje¢nu prvu (A") i prosjeénu apsolutnu prvu (A ) diferenciju u

odnosu na bazno razdoblje,

_X * * *
AL +A +. A g(x‘ o) nA-nx, M e
= = = =A_Xb’ A =

abs — '

n n n n

A*

gdje je A aritmeticka sredina niza. Primijetimo da je u prve tri relacije nazivnik n—1, jer za
n ¢lanova imamo n-1 susjednu diferenciju, dok je u preostalima nazivnik n, jer za n
¢lanova imamo isto toliko diferencija sa baznom vrijednoscu.

Napomenimo da se ponekad, za potrebe analize ra¢unaju momenti (vidjeti definiciju 6) pa se
mjere rasprSenosti (varijanca, standardna devijacija i koeficijent varijacije) uzimaju u odnosu
na zadanu baznu vrijednost x, umjesto u odnosu na aritmeticku sredinu A (u definiciji 5

zamijenimo A sa X, ). Time dobivamo pokazatelje rasprSenosti pojave oko te bazne
vrijednosti.

Ako pogledamo indekse, oni su multiplikativne velicine (dobiveni su operacijama mnoZenja i
dijeljenja, V, =x. /X ,, X =V,-X_,) pa za njihov prosjek koristimo geometrijsku sredinu.
Tako imamo prosjecni verizni indeks (V') | prosjecni bazni indeks (1) te pripadne prosjecne
stope promjene (0 i &),

V =gV, -V, :i/% §=V-1  1=gil, .1 = M:% 5 =1-1
b

X

pri ¢emu je G geometrijska sredina niza. U analizi pojave se takoder mogu koristiti

minimalna i maksimalna vrijednost veriznih i baznih indeksa (Vs Viax 1 liins Tax)-



Prlmjer 18. Jedan trgovacki centar je tokom tjedna ostvario slijede¢i promet: :
ponedjeljak utorak i srijedu zajedno 168000 kuna, Cetvrtak i petak zajedno 126000 : :
kuna subotu 84000 kuna i nedjelju 42000 kuna. Analizirajmo koli¢inu prometa
pomocu pojedinih pokazatelja dinamike.

Kako vremenski intervali nisu iste duljine podatke ¢emo korigirati na fiksnu duljinu od jednog
dana. Razredni omjeri su 3,2,1,1 pa su korigirani podaci: 168000:3=56000, 126000:2=63000,
84000 i 42000. Dakle, uredeni niz je (56000, 3), (63000, 2), (84000,1), (42000,1) . Aritmeticka

sredina niza je
3-56000 + 2-63000 +1-84000+1- 42000

A= = 60000,
3+2+1+1

Sto je prosjecni dnevni promet trgovackog centra. Pojedini pokazatelji dinamike prometa dani
su u tabeli 14 (zaokruzeni na tri decimale) i na slici 37. Za baznu vrijednost uzeli smo
aritmeticku sredinu, X, = A=60000.

t A V, o, A I, o,

1 — — - —4000 0.933  -0.067
2 7000 1.125 0.125 3000 1.050 0.050
3 21000 1.333 0.333 24000 1.400 0.400
4 —42000 0.500 -0.500 -18000 0.700 —-0.300

Tabela 14. Pokazatelji dinamike prometa trgovackog centra

Podaci iz tabele 14 pokazuju dinamiku promjene dnevnog prometa iz razdoblja u razdoblje.
Tako na primjer 21000 pokazuje da je dnevni promet u treCem razdoblju bio za 21000 kuna
veci od dnevnog prometa u drugom razdoblju, 1.125 pokazuje da je dnevni promet u drugom
razdoblju bio 1.125 puta ve¢i (iznosio je 112.5%) od dnevnog prometa u prvom razdoblju itd.
Interpretirajte i ostale podatke iz tabele 14.
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Slika 37. Linijski dijagram veriznih indeksa i povrsinski dijagram baznih indeksa prometa
trgovackog centra

Za prosjecne pokazatelje dinamike imamo

A= T 466667, A =y 14000, A, =20 - 2333333,

Tako vidimo da su postojale velike prosjecne oscilacije dnevnog prometa tokom tjedna u oba

smjera (povecanje i smanjenje) jer se A; i A, znatno razlikuju, a prosjecna tendencija

tokom tjedna bila je smanjenje prometa (A je negativan). To je vidljivo i iz prosje¢nih
vrijednosti indeksa,

r,‘4¢ . . .
V=3 /@ =0.90856...<1, |I= 56-63-84-42 =0.989949...<1.
56000

60

Kod trenuta¢nih nizova frekvencije nema smisla zbrajati jer pokazuju stanje pojave u jednom
trenutku. Za takve nizove raCunamo ponderirane srednje vrijednosti. Ako ponderi nisu
definirani samom prirodom promatrane pojave, odredujemo ih uz pretpostavku da razina
pojave u nekoj vremenskoj tocki vrijedi za pola razdoblja ispred i pola razdoblja iza te tocke
(za prvu vrijednost samo pola iza a za zadnju samo pola ispred nje). Duljina razdoblja za koje
razina vrijedi je ponder za tu razinu (ili je njoj proporcionalna). Postupak ilustriramo na
slijede¢em primjeru.



Prlmjer 19. Tokom jednog dana imamo slijede¢a ocitanja temperature na mjernoj -
- postaji: u 4 sata ujutro —2°C, u 9 sati 1°C, u 12 sati 5°C, u 14 sati 7°C, u 18 sati 4°C : :
i u 24 sata 0.5°C. Odredite prosjeénu temperaturu tog dana. :

Promatranje pojave (mjerenje temperature) pocinje u 4 a zavrSava u 24 sata. Prvo mjerenje je
u 4 sata a drugo u 9. Razmak je 5 sati. Za prvu polovicu tog razmaka (2.5 sati) vrijedi
temperatura —2°C a za drugu (2.5 sati) 1°C. Slijede¢i razmak od 9 do 12 sati je 3 sata. Za prvu
polovicu tog razmaka (1.5 sati) vrijedi temperatura 1°C a za drugu (1.5 sati) 5°C. Nastavljamo
na isti nac¢in. Od 12 do 14 sati je razmak od 2 sata. Za prvu polovicu tog razmaka (1 sat)
vrijedi temperatura 5°C a za drugu (1 sat) 7°C. Od 14 do 18 sati razmak je 4 sata. Za prvu
polovicu tog razmaka (2 sata) vrijedi temperatura 7°C a za drugu (2 sata) 4°C. Na kraju od 18
do 24 sata je razmak 6 sati. Za prvu polovicu tog razmaka (3 sata) vrijedi temperatura 4°C a
za drugu (3 sata) 0.5°C i to je kraj mjerenja. Time smo vremenski tijek pojave (od 4 do 24 sata
= 20 sati) podijelili na intervale pridruzene svakoj pojedinoj temperaturi. Duljina tih intervala
su ponderi za odredivanje srednje vrijednosti, pa imamo

-2:25+1-(25+15)+5-1.5+)+7-(1+2)+4-(2+3)+0.5-3
20

A= =2.7°C.

Za bolji uvid u ovu razdiobu mozemo koristiti prikaz na vremenskoj osi (slika 38).

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
o—t i -ttt rtr—:—ue—G 0
| A A | A | J
I 1 1 T T 1
-2 1 5 7 4 0.5

Slika 38. Vremenski ponderi za temperaturna ocitanja

ZADACI

1. Potrosnja vode iz javnog vodovoda u mjestu X tokom jednog tjedna bila je:
Dan PON UTO SRI CET PET SUB NED
Potrosnja (m3) ‘ 920 881 895 925 1050 1160 805

Odredite svih pet prosje¢nih prvih diferencija. Za baznu veli¢inu uzmite prosje¢nu
dnevnu potro$nju vode.

2. Odredite varijancu, standardnu devijaciju i koeficijent varijacije u prethodnom
zadatku: (a) u odnosu na prosje¢nu potrosnju, (b) u odnosu na potrosnju na pocetku
tjedna (ponedjeljak).

3. Odredite svih pet prosjecnih prvih diferencija za niz X, X,. Za baznu veli¢inu uzmite

aritmeticku sredinu niza.
4. Kakva je veza izmedu A, A;, A, ako je niz X, X,,...,X,: (a) monotono rastu¢i, (b)

monotono padajuéi ?



5. U vremenskom nizu x,X,,X;, X,, X; poznate su prve diferencije A, =A, =2, A,=1,
A, =—4. Ako je X, =31 napisite niz.

6. Odredite niz x;,X,,X; zakoji je x, =50, A=31 A, =5.

7. Ako putujete u Skolu javnim prijevozom, pratite tocnost dolaska prijevoznog sredstva

(barem 10 opaZanja) u odnosu na vrijeme po voznom redu (bazna veli¢ina). Odredite
prosjecne diferencije A i A,. U koliko % slucajeva se radilo o to¢nom dolasku,

ranijem dolasku i zakasnjenju?

8. Pratite svoj omiljeni sportski klub (ekipu) tokom natjecateljske sezone te u svakom
kolu biljezite neki od slijedec¢ih podataka: (a) mjesto na prvenstvenoj ljestvici, (b) broj
postignutih golova (pogodaka), (¢) gol razliku, (d) broj osvojenih bodova. Prikazite
tako prikupljene podatke linijskim dijagramom, odredite prve diferencije i svih pet
prosjecnih diferencija. Na temelju dobivenih pokazatelja interpretirajte dinamiku
uspjesnosti kluba iz kola u kolo te prosje¢nu uspjesSnost tokom sezone.

9. Broj prevezenih putnika od strane jednog autobushog prijevoznika po kvartalima
prosle kalendarske godine bio je: 8453 (1), 9215 (II), 10320 (III) i 8855 (IV). Odredite
verizne indekse, bazne indekse u odnosu na IV kvartal, te za njih najveée, najmanje i
prosjecne indekse kao i prosjecne stope promjene.

10. Na izlaznom vodu trafostanice za opskrbu jedne gradske Cetvrti u razdoblju od 15 do
22 sata izmjerena je jakost isporucene elektriéne energije (U amperima).

Vrijeme 1520 16.10 17.30 18.06 18.40 19.15 19.55 20.20 20.58 21.30
Jakost (A) ‘ 45 40 60 68 76 94 108 96 100 80

Na temelju ovih mjerenja odredite prosjecnu jakost isporucene elektricne energije u
navedenom periodu te procijenite ukupnu potro$nju uz priblizno konstantni napon
gradske mreze od 220 V.
11. Tokom obilnih kiSa dnevni vodostaj jedne rijeke imao je slijedece vrijednosti:
Vrijeme (h) 3 8§ 11 17 19
Vodostaj (cm) | 120 145 180 235 250

Odredite prosje¢nu vrijednost vodostaja tokom ovih 16 sati te prosjeCan porast
vodostaja po satu. Ako se prosjean porast nastavi istim tempom, kada moZemo
ocekivati dostizanje kriticne vrijednosti od 350 cm za uvodenje izvanrednih mjera
obrane od poplave?

12. Neka je X;,X,,...,X, trenutani vremenski niz sa jednakim vremenskim razmacima

izmedu c¢lanova niza. Odredite aritmeticku sredinu ovog niza ako navedeni podaci
pripadaju: (a) sredini svakog razdoblja u kome je pojava promatrana, (b) prvi pocetku
prvog a zadnji kraju zadnjeg razdoblja u kome je pojava promatrana.

RJESENJA

1. Imamo: A=(805-920):(7-1)~-19.167, A, =(1160-805):(7-1)~59.167,
A, =(B9+14+30+125+110+355):6 ~112.167 . Prosjecna potro$nja je A=948, pa
imamo A" =948-948=0, A} =(28+67+53+23+102+212+143):7~89.714.



10.

11.

(@) o =(28° +67% +53° +23* +102% +212% +143°) : 7 =12058.2857..., o =109.81...,
V =0.11583...~11.6% . (b) U definiciji 5 umjesto A uzimamo 920 kao baznu
veli¢inu pa imamo o =(0° +39° +25° + 5% +130° + 240° +115%) : 7 =12842.2857...
0=113.3238..., V =0.123178...~12.3%.

Imamo: A=X,—X, Ag=[%—%|=|A|=A,,. Kako je A=(x+X,)/2=%,, slijedi

A =0, A= (] = A+~ A) 1 2=]%, = x| /2= Ay [ 2.

abs
(@ Ay =Ar=A, (b) A=A =-A.
Na temelju poznatih prvih diferencija dobivamo x,=X+2, X =X,+1=%x+3,
X,=%—-4=x-1, x,=X,+2=x+1. Kako je X +X,+X;+X,+X =31-5, imamo
5x +5=155 = x, =30, pa je niz 30, 32, 33, 29, 31.
1z A=3 i A, =5 dobivamo sustav A,+A;=3-2, |A,|+|A]=5-2 . Iz prve
jednadzbe je A;=6-A, $to uvrsteno u drugu daje |A,|+|6-A,|=10. Za A, <0
jednadzba glasi —A, +6—A, =10 iz ¢ega slijedi A, =—2 pa je A, =8.Za 0<A,<6
je A,+6—A, =10 Sto nema rjeSenja a za A, >6 je A,—6+A, =10, odnosnoA, =8 i
A, =—2. Dakle, imamo dva takva niza: 50, 48, 56 i 50, 58, 56.
Koristite stvarne podatke. Rezultati ukazuju na (ne)realnost voznog reda.
Koristite stvarne podatke. Primijetite da se rezultati analize temelje na sistematskom

promatranju pojave tokom duzeg vremenskog perioda.
Verizni indeksi su V, =109.015, V,=111.991, V, =85.804 a bazni |, =95.460,

|, =104.065, 1,=116.544, I, =100, pa suV,, =V, , V=V, I =1, I_ =1,

max

V =101.561, §=1561, |1=103.730, 6" =3.730 . Svi rezultati navedeni su u
postocima zaokruzenim na tri decimale.

Polovica vremenskog razmaka izmedu dva uzastopna mjerenja ulazi u ponder svakog
od njih, za prvo mjerenje €itav razmak prije a za zadnje Citav razmak poslije njega. Za
jasniju predodzbu napravite sliku (poput slike 38). Prosje¢nu jakost dobijemo da zbroj
45(20+25) + 40(25+40) + 60(40+18) + 68(18+17) + 76(17+17.5) + 94(17.5+20) +
108(20+12.5) + 96(12.5+19) + 100(19+16) + 80(16+30) podijelimo sa 420 (7 sati
izrazeno u minutama) Sto daje 72.25238095... A. Snaga isporuCene energije ja
umnozak prosjecne jakosti i napona, 15895.52381...W = 15.89552... kW, a potrosnja
(rad) je umnozak snage i vremena (7 sati), 111.26866... kWh.

Sli¢no kao u prethodnom zadatku dobivamo

120-2.5+145.(2.5+1.5)+180- (1.5+3) +235- (3+1) + 2501
16

A =180 cm.

Prosjecan porast vodostaja dobivamo iz raspona varijacije, (250—-120):16 =8.125 cm
po satu. Uz ovaj tempo porasta, za (350—250):8.125~12.3 sati mozemo ocekivati

dostizanje navedene kriticne razine (idu¢eg dana izmedu 7 1 8 sati ujutro).



12. (a) A=(x +X+...+Xx,)/n, (b) A=(0.5% +X, + X +...+X, ,+0.5x )/ (n-1), jer je
ponder za x, samo prva polovica prvog razdoblja a za x, samo druga polovica
zadnjeg razdoblja dok je za ostale x; ponder cijelo razdoblje (pola prije i pola poslije),
pa je zbroj svih pondera n—1 (nazivnik).

VREMENSKI TRENDOVI

Osim analize vremenskih pojava koje smo do sada upoznali, ¢esto je potrebno predvidjeti
kretanje pojave u buduénosti. Takvo predvidanje najéeS¢e se moze provesti priblizno, sa
odredenom vjerojatno$c¢u (kretanje cijena na burzama, potraznje na trzistu, prognoza vremena
itd.). U tu svrhu koristimo ranije spomenutu dekompoziciju vremenske varijable (x) na trend
(T), ciklicku (C), sezonsku (S ) i slu¢ajnu () komponentu u vremenskom trenutku t,

X)) =T @) +C(t)+S(t)+5s(t).

Najcesce se koristi ovakav aditivni model (gdje se komponente zbrajaju) ali postoje i drugi
modeli (multiplikativni, kombinirani i sl.). U navedenom izrazu x(t) je diskretna ili

neprekidna funkcija vremena t. U diskretnom slucaju vremenske intervale (ili tocke) opéenito
oznacavamo sa t;, 1=12,... (ili samo sa t=1,2,... ako su numerirani prirodnim brojevima —
prvo, drugo itd. razdoblje ili trenutak) a pripadne vrijednosti funkcijasa x;, T;, C,, S,, s, kao
i do sada. Da bi mogli predvidjeti vrijednost funkcije X u nekoj tocki t =t,, trebamo naci
analiticki oblik (formulu) za funkciju x(t) ili barem za njenu glavnu komponentu — trend
T(t) . Ovisno o tipu funkcije (linearna, kvadratna, eksponencijalna i sl.) govorimo o

linearnom, kvadratnom, eksponencijalnom i slicnim vremenskim trendovima promatrane
pojave. Tako je na primjer put kod jednolikog gibanja po pravcu opisan linearnom funkcijom
X(t)=vt+x, (Vv je konstantna brzina a x, pocetni polozaj), jednoliko ubrzano gibanje

kvadratnom funkcijom x(t) =0.5at* +x, (a je konstantna akceleracija) itd.

U nastavku ¢emo poblize upoznati model linearnog trenda za zadani vremenski niz
Xy Xy,.00 X, €ije vrijednosti pripadaju vremenskim intervalima ili trenucima t,t,,...,t,. Dakle,

trazimo funkciju X(t) za koju je x(t)=x, i=12,..,n, a pri tome je njezin trend linearan,
T(t) =at +b. Za definiranje modela treba odrediti parametre a i b. Imamo

x(t)=at+b+u(t), u(t)=C(t)+S(t)+s(),

gdje je u(t) rezidualno odstupanje pojave x(t) od njenog linearnog trenda (slika 39).



Slika 39. Rezidualna odstupanja

Za zadani vremenski niz je
X, =at+b+u, = u =x-at-b, i=12,..,n.

Za odredivanje parametara a i b trebamo dva uvjeta. Linearni trend ¢e se prilagoditi
podacima to bolje §to su ukupna odstupanja za ¢itav niz manja. Zbog toga postavljamo uvjete
da je zbroj svih odstupanja jednak nuli a zbroj kvadrata odstupanja minimalan,

Zn:ui =0, Zn:uf —> min. 17
i=1

i=1
n
Kako za aritmeticke sredine X, i t, nizova X,X,,..,X, i t,t,,..,t vrijedi in:nxA i
i=1

Zti =nt,, iz prvog uvjeta slijedi
i=1

Zn:ui =0 = ixi—aiti—zn:bzo = nx,—ant,-nb=0 = b=x,—at,,
i=1 i=1 i=1 i=1

Dobiveni izraz za b uvrStavamo u drugi uvijet,



n n n

D= (% —at —b)* = D [(x —x)-alt ~t,)]

=a’) (t—t,)° —ZaZ(xi —x,)(t, —tA)+Zn:(xi -x,)> — min.

i=1

Dobili smo kvadratnu funkciju oblika aa’®+ pa+y (razlikujte slovo a od o = alfa) sa
vodecim koeficijentom « >0, koja ima minimum u tjemenu parabole, a=-4/(2«), pa je

ZZ(Xi _XA)(ti _tA) inti _tAin _XAzti +ZXAtA
_ _i=l _ =l i=1 i=1 i=1
2 (t —ty)’ D2t L+t
i=1 i=1 i=1

i=1

a

n

n
DXt =t X, = X Nt Xt D X —NXGE,
i=1 i=1

n n
D t2-2t,-nt, +nt} D t2-nt;
i=1 i=1

Navedeni postupak za odredivanje parametara a i b naziva se metoda najmanjih kvadrata.

Dakle, za parametre optimalnog linearnog trenda x =at-+b koji najbolje aproksimira podatke
(t:l.’ Xi)' (t2’ XZ)' (tn—l' Xn—l)’ (tn' Xn)'
vrijedi

Z(Xi - XA)(ti _tA) inti —NX,t, 1 1<
a= i=1 == y b=XA_atA, XA=_ Xi! tAzﬁzti' (18)
=1 i=1

Z(ti _tA)2 Ztiz - nt/ZA N
i=1 i=1

Tako dobiveni trend (pravac) opéenito ne prolaziti to¢kama niza ali im se najbolje prilagodava
u smislu da su odstupanja u;, = x, —(at; +b), i =1,2,...,n najmanja moguca.

Ovakav pristup posebno je prikladan za velik broj podataka koji u osnhovi imaju linearnu
tendenciju promjene (slika 40). Koriste¢i dobiveni analiti¢ki oblik funkcije mozemo odrediti
(predvidjeti) kretanje pojave u vremenu koje nije obuhvaceno zadanim vremenskim nizom.



Linearni trend

0 5 10 15 20 25 30
Vrijeme

Slika 40. Linearni trend vremenskog niza

Na analogni nac¢in se odreduju parametri trenda bilo kojeg tipa (kvadratnog x = at®+bt+c,
eksponencijalnog x =a-b' +c ili sl.) samo $to su izvodi sloZeniji.

: Primjer 20. Nakon sustavnog uvodenja poticajnih mjera zaposljavanja na razini jedne :
: zupanije, ukupan broj nezaposlenih osoba 31.12. je bio: 5725 (2011.), 5358 (2012.), 5020 :
(2013.), 4505 (2014.) 1 4215 (2015.). Koja su ocekivanja broja nezaposlenih u naredne dvije
: godine? Ako je 2015. godine stopa nezaposlenosti bila 15%, kada mozemo ocekivati njezin :
: pad ispod 10%? :

Broj nezaposlenih osoba je vremenski niz x,,1=12,3,4,5. Niz je trenuta¢ni jer je svaki
podatak ocitan u jednoj vremenskoj tocki, na zadnji dan godine, a odnosi se na tu godinu. Te

tocke moZemo numerirati na proizvoljan nac¢in (buduc¢i da priroda problema ne namece fiksnu
numeraciju), npr. t, =11, t, =12, t, =13, t, =14, t, =15. Koristimo izraze (18),

t, =13, x,=4964.6, a= 318822;55422:1'6 13 _ _387.3 b—4964.6+387.3.13-9999.5.

Dobili smo linearni trend nezaposlenosti x(t) =—387.3t+9999.5. Koeficijent a=-387.3

pokazuje prosjecni godiSnji trend pada broja nezaposlenih. Ocekivanja broja nezaposlenih u
neredne dvije godine su: x(16) =3802.7 ~ 3803, x(17) =3415.4~3415. Nadalje, ako 15%
nezaposlenih iznosi 4215 tada je 1%=281 odnosno 10%=2810. Trazimo t za koji ¢e biti
X(t) <2810 . Dobivamo t>18.563... §to zna¢i da Ce, ako se ovakav trend nastavi,
nezaposlenost pasti ispod 10% tijekom 2019. godine.



ZADACI

1.

10.

Odredite zbroj i zbroj kvadrata rezidualnih odstupanja podataka (0,0), (1,2), (2,2),
(3,4) od linearnog trenda x(t) =t+1. Da li je to optimalni linearni trend? Zasto? Ako
nije odredite optimalni trend i navedena odstupanja.

Znamo da kroz dvije tocke prolazi samo jedan pravac. Kroz tri tocke, koje nisu na
istom pravcu, takav pravac ne postoji ali postoji samo jedan pravac Kkoji prolazi
najblize tim to¢kama. Odredite taj pravac za tocke (0,0), (1,1), (2,3). Koliko je ukupno
odstupanje pravca od tih tocaka?

U jednom turistickom mjestu ve¢ petu godinu za redom odrzava se ljetni festival.
Zbog atraktivnog programa iz godine u godinu biljeZzi se porast broja posjetitelja
festivala: u prvoj godini 34000, u drugoj 36000, u trec¢oj 39000, u cetvrtoj 42000 te u
petoj 44000. Ako se ovakav trend nastavi koliko posjetitelja mozemo ocekivati u
slijedece tri godine?

Tokom dana evidentiran je broj korisnika internet aplikacija jedne poslovne banke:

Vrijeme () 0-3 3-6 69 9-12 12-15 15-18 18-21 21-24
Broj korisnika 50 400 2200 1500 2100 1100 300 150

Napravite prikaz linijskim dijagramom. Odredite jednadZbu linearnog trenda i
prikazite ga na istom dijagramu. Da li on dobro reprezentira pojavu?

Ucenik treba procitati knjigu od 400 stranica. Odlucio je Citati svaki dan. Ako je prvi
dan procitao 15 stranica, drugi 10, tre¢i 15, ¢etvrti 20, peti 10 a Sesti 20, kada ¢e, uz
ovakav trend, procitati knjigu?

U jednom proizvodnom pogonu utroSak elektricne energije tokom tjedna bio je: u
ponedjeljak, 530 kWh, u srijedu 600 kWh, u petak 640 kWh. Kako je u utorak i
cetvrtak brojilo bilo u kvaru, treba napraviti procjenu potroSnje za ta dva dana.

Tokom osam tjedana (t, =1,2,3,...,8) biljezite broj izostanaka u vasem razredu (X;) i
odredite jednadZbu linearnog trenda. Napravite procjenu za slijedeca cCetiri tjedna te
usporedite sa stvarnim stanjem. Da li linearni model adekvatno reprezentira pojavu?
Sakupite podatke o cijeni jedne ili viSe vrsta goriva (benzin, plin, dizel i sl.) tokom
nekoliko (5 do 10) uzastopnih tjedana te odredite jednadzbu linearnog trenda.
Koriste¢i dobivenu jednadzbu procijenite cijenu za idué¢a 2 do 3 tjedna nakon ¢ega
¢ete moci utvrditi realnost procjene.

Za koje vrijednosti parametara a, b izraz

(a+b-1)*+(2a+b-1*+(Ba+b-2)*+(4a+b-2)*

poprima najmanju mogucu vrijednost i koliko ona iznosi?

Jednoliko ubrzano gibanje x(t)=0.5at?, t>0 , gdje je a konstantno ubrzanje
(akceleracija), aproksimirajte jednolikim gibanjem po pravcu u prve Cetiri jedinice
vremena, t €{0,1,2,3}. Kolika je prosje¢na brzina u tom razdoblju?



11. Put &estice u elektromagnetskom polju opisan je jednadzbom Xx(t)=3600/(t+1),
gdje je t>0 vrijeme u mikrosekundama (xs) a x put u metrima. Aproksimirajte put
u trecoj, Cetvrtoj 1 petoj S jednolikim gibanjem po pravcu. Kolika je prosje¢na brzina
Cestice u tom razdoblju? Napomena: svako gibanje se u dovoljno kratkim vremenskim

intervalima moze dobro aproksimirati jednolikim gibanjem po pravcu.

RJESENJA

1. Imamo u, =x, —(t, +1), i=12,3,4. Dakle,

4 4

DUu=CD)+0+(-D+0=-2, Du’=2.

1
i=1 i=1

Ne radi se o optimalnom trendu jer zbroj odstupanja nije O (relacija (17)). Koristeéi
(18) imamo t, =1.5, x, =2, pa je a=0.75b=0.875. Dakle, x(t) =0.75t+0.875 je
jednadzba optimalnog trenda. Odstupanja su

4

4
D u; = (-0.875)+0.375+(-0.375) +0.875=0, > u’ =1.8125.

i=1 i=1

2. Imamo t,=x =0, t,=x,=1, t;=2, X, =3 (n=3). Koristeci izraze (18) dobivamo

4
- :f :(O-0+l-1+2-3)—3-§-1:§ b:ﬂ_gl:_l
A=k Xa=7, a 2 a2 2 2 ; :
3 (0*+12+25)-3.12 2 3 2 6

JednadZzba trazenog pravca je X = gt —% . Odstupanja su

u, :@—X(O):O—(E-O—l]:l, u, :xz—x(l):l—[g-l—lj:—l

2 6) 6 6) 3

3 1) 1 1
u3=X3—x(2):3—(E-2—EJ=E = U +U,+U, =0, uf+u22+u§=g.

Dobiveno ukupno odstupanje je najmanje moguce. Svaki drugi pravac ima od zadanih
toc¢aka vece ukupno odstupanje od ovog.

3. Odredujemo jednadzbu linearnog trenda. Imamo t, =3, X, =39000, pa je a=2600,
b =31200. Iz jednadzbe trenda x(t) = 2600t +31200, slijede procjene: x(6) = 46800,
X(7) =49400 i x(8) =52000.

4. Za vrijednosti vremenske koordinate uzimamo sredine razreda: 1.5, 4.5, 7.5 itd., koje
koristimo za prikaz dijagramom i za jednadzbu. Imamo t, =12, x, =975, pa je

625, 22975

X=——t+
63

~ —9.920635t +1094.04762.



Iz dijagrama je odmah vidljivo da pojava nema linearni trend pa dobiveni model ne
reprezentira pojavu (vidjeti takoder naredno poglavlje Korelacijska analiza).

5. Kako oc¢igledno tempo Citanja ne predstavlja linearni trend, napravit ¢emo kumulativni
niz ukupno procitanih stranica po danima: (1,15), (2,25), (3,40), (4,60), (5,70), (6,90).
Za ovaj niz odredujemo linearni trend. Imamo t, =3.5, x, =50, pa je a=106/7,
b =-3. Iz jednadZbe trenda X(t) =15.142857t -3 imamo x(t) =400 = t =26.6132...,
Sto znaci da Ce Citanje zavrSiti 27. dan. Napomena: zadatak smo mogli rijesiti i
jednostavnije, naime, buduc¢i da je ucenik prosjeéno procitao 90:6=15 stranica
dnevno, ¢itanje e trajati 400:15 = 26.666... ~ 27 dana.

6. Trazimo linearni trend za tocke (1,530), (3,600), (5,640). Imamo t, =3, X, =590, pa

je a=275, b=507.5. Iz jednadzbe trenda X(t)=27.5t+507.5 slijede procjene za
utorak, X(2) =562.5 kWh i za Cetvrtak, X(4) =617.5 kWh.

7. Koristite stvarne podatke.

8. Koristite prikupljene podatke. Cijena energenata u praksi sadrzi i ciklicku i slucajnu
komponentu (osim trenda) koje, ako se pojave u periodu koji procjenjujemo trendom,
mogu uzrokovati nepreciznost procjene.

9. lzrelacije (17) slijedi da trebamo naci parametre linearnog trenda za tocke (1,1), (2,1),
(3,2) i (42). Imamo t, =2.5, x, =15, pa je a=0.4, b=0.5. Za ove vrijednosti
parametara navedeni izraz ima minimalnu vrijednost koja iznosi 0.2.

10. Imamo toc¢ke (0, 0), (4, &¢/2), (2, 2x), (3,9 /2), paje t, =15, x, =1.75¢ , iz Cega
slijedi a=1.5, b =-0.5« . Dakle, linearna aproksimacija je x(t) =1.5«-t—0.5«, pa
je prosje¢na brzina parametar a, tj. 1.5« (razlikujte slovo a od « =alfa).

11. Imamo tocke (3,225), (4,144) i (5,100), pa je t, =4, X, =469/3, iz cega dobivamo
a=-62.5 b=1219/3, odnosno X(t) =-62.5t +406.33333..., pa je prosje¢na brzina

m

—62.522—62.5 = :—62.5-106m:—62500k—m , pri ¢emu negativni predznak
LS 107s S S

oznacava pribliZavanje Cestice.

ODNOSI MEDBU POJAVAMA

Svijet u kome Zivimo jedna je cjelina. Pojave koje uocavamo i dozivljavamo medusobno su
povezane na direktan ili indirektan na¢in. Budu¢i da ih cesto promatramo izdvojeno,
povezanost nije uvijek o¢igledna. Utvrdivanje i razumijevanje veza medu pojavama vazan je
¢imbenik u svim ljudskim djelatnostima kao i u svakodnevnom Zivotu. Ako dovoljno dobro
poznajemo prirodu njihove povezanosti, mozemo utjecati i kontrolirati razvoj pojedinih
situacija u zeljenom smjeru. Ispitivanje odnosa medu pojavama je predmet korelacijske i
regresijske analize. U Kkorelacijskoj analizi ustanovljuje se postojanje (ili nepostojanje)
povezanosti medu pojavama te njen oblik, jacCina 1 smjer ne ulaze¢i u uzrocno-posljedi¢nu
vezu (koja od pojava je uzrok — nezavisna varijabla a koja posljedica — zavisna varijabla).
Regresijskom analizom utvrdujemo analiticki oblik (uzro¢no-posljedi¢nu vezu) izmedu
zavisne 1 jedne ili viSe nezavisnih varijabli.



KORELACIJISKA ANALIZA

Veza (korelacija) medu pojavama opisuje se mjerama kovarijacije. Usporedujuéi tijek pojava
ustanovljujemo da li postoji veza izmedu njih, te ako postoji koje je jacine, oblika i smjera.
Prema jacini veza moze biti funkcionalna (jaka veza koja se moze opisati analiticki —
formulom) ili statisticka (slabija veza sa sluajnim utjecajima). Prema obliku moze biti
linearna i nelinearna te jednostavna (izmedu dviju pojava) 1 visestruka (istovremena
povezanost viSe pojava). Prema smjeru veza moze biti pozitivna (pojave se mijenjaju u istom
smjeru) i negativna (promjene su suprotnog smjera). Navedena svojstva mjerimo razli¢itim
statistickim pokazateljima (mjerama kovarijacije) od kojih upoznajemo dijagram rasipanja,
kovarijancu i koeficijente korelacije.

Prvi korak u ispitivanju medusobnog odnosa dviju pojava X i Y moze biti graficki prikaz.
Parove vrijednosti

(%0 Y1)y (X0 Yo)s oes (Gogs Ya)s (%00 Yi)

¢iji se odnos ispituje prikazujemo u pravokutnom koordinatnom sustavu. Dobiveni prikaz je
dijagram rasipanja. Pri tome je vazno prikazati $to veéi broj podataka jer se time povecava
pouzdanost dobivenih zakljucaka. Tipi¢ne izglede dijagrama rasipanja vidimo na slikama 41 i
42,

Slika 41. Dijagram rasipanja — linearna povezanost
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Slika 42. Dijagram rasipanja — nelinearna povezanost i nepovezanost

Na slici 41 vrijednosti se, manje ili viSe, grupiraju oko zamisljenog pravca $to ukazuje na
linearni oblik veze. Nagib pravca ukazuje na smjer veze (pozitivna na slici lijevo a negativna
na slici desno) dok rasprSenost tocaka oko pravca ukazuje na jacinu veze (veca rasprsenost —
slabija veza i obratno). Na slici 42 lijjevo vidimo grupiranje toCaka oko neke zamisljene
krivulje §to upucuje na postojanje nelinearne (krivo linijske) veze dok na slici desno ne
uo¢avamo povezanost medu pojavama.

Vezu medu pojavama izrazavamo i brojéanim statistiCkim pokazateljima od kojih navodimo
najvaznije.

DEFINICIJA 10. ZA NIZ PAROVA NUMERICKIH VRIJEDNOSTI DVIJU
POJAVA (X, V), (X, ¥,), ..y (X, Y,) JE

18 ..
sy, :E;(X‘ —X )Y = Y,) (kovarijanca),

Hy Z;:(Xi _XA)(yi _yA)

r= = ‘ (koeficijent linearne korelacije),

7 J[Z(x —xﬂ@(yi - yA)Zj

GDJE SU x, | y, ARITMETICKE SREDINE A o, | o, STANDARDNE
DEVIJACIE NIZOVA X, XX, | Y1\ Voo Y,y

Primijetimo analogiju ove definicije sa pokazateljima za jednu varijablu (definicije 5, 6 i 7).
Naime za x, =Y, 1=12,..,n kovarijanca postaje varijanca a r=«, =1. Kovarijanca je

izrazena produktom mjernih jedinica promatranih pojava dok je koeficijent korelacije



relativni pokazatelj (neimenovani broj). Daljim razvojem izraza za navedene pokazatelje

dobivamo

n

2

i=1

13 1
Hyy :E;XM _XA'E

13 13 1<
Yi _yA'_§ ‘,Xi +_§ ,XAyA:_E :Xiyi “XaYA T YaXa T XaYas
[ oy [ oy [ Ry

Sto zajedno sa relacijom (14), primijenjenom na o, i o, daje

n

1
Hy ZHZXiYi —XaYas

i=1

Z XY =X Ya

i=1 (19)

(30 (B -]

Predznak ovih pokazatelja izrazava smjer veze medu pojavama. Naime, isti predznaci faktora

X; —X, 1 Y, — Y, daju pozitivan produkt a razli¢iti negativan (slika 43).

x—-x,<0, y-y,>0

Va

x—-x,>0, y-y,>0

x —-x,<0, y-y, <0

X

x—-x,>0, y-y,<0

A

Slika 43. Pozitivna i negativna kovarijacija

Koeficijent korelacije r (Pearsonov koeficijent) uvijek pripada intervalu [—1, 1] a njegova

vrijednost pokazuje jakost medusobne veze dviju pojava. Tako za |r|=1 imamo najjacu

(funkcionalnu) vezu, za 0.8<|r|<1 imamo jaku vezu, za 0.5<|r|<0.8 veza je srednje

jacine, za 0<|r|<0.5 veza je slaba a za r=0 ne postoji veza (beznacajna je). U svim

navedenim slucajevima za r >0 veza je pozitivnog a za r <0 negativnog smjera.



EPrimjer 21. Uz osnovnu cijenu novog Sampona od 40.49 kuna po komadu :
prosjecna tjedna prodaja u jednom trgovackom centru bila je 401 komad. U svrhu
promoviranja proizvoda u slijede¢a Cetiri tjedna provedena je akcijska prodaja uz
postupno smanjenje cijene. Rezultati prodaje dani su u tabeli 15. Ispitajmo
korelaciju izmedu cijene i potraznje. :

Tjedan 1 2 3 4 5
Cijena 4049 3599  31.49 29.99 27.99
Potraznja 401 425 442 460 462
Tabela 15. Podaci o prodaji novog sampona

Neka su x; cijene a y, prodane koli¢ine, i =1,2,3,4,5 (oznaditi mozemo i obrnuto jer se za

ove pokazatelje ne pravi razlika izmedu zavisne i1 nezavisne varijable). Imamo

X =@=33.19,a - %=4.50111..., y =@=438,a - @=22.86482...,
A 5 X 5 A5 y 5

pa je

085 017, r=f — _0088174...

0,0,

Xy

Vidimo vrlo jaku (skoro funkcionalnu) negativnu linearnu vezu cijene i potraZnje (negativna
znaci da porast jedne veli¢ine uzrokuje smanjenje druge i obratno).

Ako vrijednosti svake pojave rangiramo brojevima 1,2,...,n od najmanje vrijednosti prema

najvecoj ili obrnuto, tada njihovu povezanost mozemo izraziti i Koeficijentom Kkorelacije
ranga (Spearmanov koeficijent),

n

6
I =1- n®=n [I’ang(xi)—rang(yi)]z_

i=1

Nazivnik n®—n je izabran tako da koeficijent uvijek pripada intervalu [—1, 1]. Naime ako su
svi parovi vrijednosti (x,y,) istog ranga, tada je rang(x)—rang(y;)=0 pa je ry=1 sto
pokazuje potpunu pozitivnu korelaciju ranga. U suprotnom sluc¢aju, kad je prvi ¢lan po rangu
(1) u paru sa zadnjim ¢lanom (n), drugi (2) sa predzadnjim (n-1), tre¢i (3) sa pred-
predzadnjim (n—2), ..., k—tisa (n—k+1)—im, ..., predzadnji (n—1) sa drugim (2) i zadnji
(n)saprvim (1), sumau izrazu iznosi

n-n n*-n

g[rang(xi)—rang(yi)]z:2.[(n—1)2+(n_3)z+(n_5)2+__.]:2. — =5




pa je r;, =1-2=-1 $to pokazuje potpunu negativnu korelaciju ranga. Za r; =0 korelacija

ranga ne postoji (beznacajna je). Primijetimo da kod ovog pokazatelja nisu bitne vrijednosti
varijabli ve¢ samo njihov rang (redni broj u redoslijednom — rastué¢em ili padaju¢em poretku).

U primjeru 21 (tabela 15) navedene cijene imaju rang 1,2,3,4,5 (od najvece do najmanje) a

pridruzene koli¢ine 5,4,3,2,1, pa je

6 6

r, =1- =

$to pokazuje potpunu negativnu korelaciju izmedu cijena i prodanih koli¢ina.

Epostotni broj bodova koji su ucenici ostvarili naveden je u tabeli 16. Ispitajmo

postoji li korelacija ranga izmedu ta dva predmeta.

Ucenik A B C D E F G H K

Matematika 60 50 85 75 60 55 80 70 40

Hrvatski 70 55 90 85 70 60 70 80 50
Tabela 16. Postotni bodovi na drzavnoj maturi

Bodovima iz svakog predmeta pridruzimo njihov rang, npr. poc¢evsi od najmanjeg.

Ucenik A B C D E F G H K

Matematika 5.5 3 10 8 5.5 4 9 7 1

Hrvatski 6 2 10 9 6 3 6 8 1
Tabela 17. Rang postotnih bodova na drzavnoj maturi

Ucenici A 1 E iz matematike imaju rang 5 i 6 sa istim brojem bodova pa im se pridruzuje
aritmetic¢ka sredina (5+6)/2. Sli¢no tome, uCenici A, E i G iz hrvatskog imaju rang 5, 6 i 7

sa istim brojem bodova pa im se pridruzuje rang (5+6+7)/3. Sada je

r, = 1—%-[(5.5—6)2+(3—2)2+(10—10)2+(8—9)2+(5.5—6)2+(4—3)2+(9—
+(7-8)" +(1-1)° +(2-4)° | = 1--C 175 = 29 _ 0.893939....
990 66

Vidimo jaku pozitivnu korelaciju ranga $to znaci da ucenici sa boljim rezultatom iz jednog

predmeta imaju ujedno i bolji rezultat iz drugog predmeta i obratno.

_5{a—5f+(2—®2+@—3f+(4—2f+(5—3{]=1—I§?40==—L

65

6)°



ZADACI

1. Dokazite da ako postoji linearna funkcionalna veza y, =ax.+b, i=12,..,n tada je

r=1zaa>0 odnosno r=-1za a<0.

2. Odredite kovarijancu i koeficijent linearne korelacije za niz (x, y,), (X,,¥,) .

3. Da li niz tocaka (1,3), (2,1), (3,3), (4,2), (5,4) ima izrazeniju rastucu ili padajucu
tendenciju?

4. Odredite koeficijent linearne korelacije za drugi i Cetvrti zadatak iz prethodnog
poglavlja Vremenski trendovi.

5. Pratite kroz neko vrijeme (bar 10 dana) sa koliko osoba ste tokom dana (ne racunajuci
vrijeme provedeno u $koli) kontaktirali mobitelom (razgovarali ili izmjenjivali poruke)
a sa koliko ste kontaktirali direktno (razgovarali u zivo). Prikazite podatke za te dvije
veli¢ine dijagramom rasipanja i izracunajte koeficijent linearne korelacije.

6. Tokom zimskog perioda u jednom bolni¢kom centru praceni su pacijenti koji su imali
simptome sezonske gripe. Pacijentima je kod prijema mjerena tjelesna temperatura T .
Dobiveni rezultati mjerenja dani su u tabeli.

Broj pacijenata 9 16 19 26 27 20 14 5
T >38C 3 7 9 14 15 9 5 0
37°C<T<38°C 2 5 7 9 8 7 6 2
T <37°C 4 4 3 3 4 4 3 3

Koeficijentom korelacije ispitajte povezanost simptoma gripe sa tjelesnom
temperaturom (odredite sva tri koeficijenta) te interpretirajte rezultate.

7. Ispitajte korelaciju izmedu broja prodanih kozmetickih proizvoda nove linije i
troskova marketinga u zadnjih Sest mjeseci.

Mjesec 1 2 3 4 5 6
Troskovi marketinga 12000 13000 14000 15000 16000 17000
Broj prodanih proizvoda 1925 1920 1933 2122 2020 2188
8. Da li postoji povezanost broja domacih (x;) i stranih (y,) gostiju jednog hotela na
temelju podataka iz pet nasumce odabranih razdoblja u godini?

Razdoblje 1 2 3 4 5
Xi 175 502 40 885 310
y, 90 269 25 505 180

9. U svrhu organiziranja specijalnih aktivnosti u jednom zabavnom parku, pracen je broj
posjetitelja parka tokom tjedna, od ponedijeljka (1) do nedjelje (7).



10.

11.

12.

Dan 1 2 3 4 5 6 7

318 299 310 281 332 590 509

Odredite prosjeCan broj posjetitelja po danu te standardnu devijaciju i koeficijent
varijacije. Koeficijentom linearne korelacije utvrdite da li postoji povezanost broja
posjetitelja sa danima u tjednu.

Sakupite podatke o cijeni nafte na inozemnom (npr. mediteranskom, evropskom ili
svjetskom) i domacem trzistu tokom nekoliko uzastopnih tjedana ili mjeseci te
odredite i interpretirajte stupanj njihove medusobne korelacije.

Postoji li povezanost izmedu ukupnog iznosa Stednje gradana i izdanih kredita jedne
poslovne banke u zadnjih 6 godina? Iznosi su navedeni u milijunima kuna. Povezanost
ispitajte koeficijentom linearne korelacije i koeficijentom korelacije ranga.

Broj posjetitelja

Godina 1 2 3 4 5 6
Stednja 1175 1302 1400 1250 980 1051
Krediti 905 820 800 960 1041 880

Na testiranje vjestina i sposobnosti za novo radno mjesto prijavilo se 10 kandidata
razliCite starosne dobi. Rezultati testa bili su slijedeci:

Kanddat A B C€C D E F G H K L

Bodovi 75 58 8 80 90 60 52 45 40 75

Dob(god.) 30 29 38 25 33 24 24 30 25 28

Postoji li znacajna korelacija ranga izmedu broja bodova 1 godina starosti?
RJESENJA

1. Kako je y, -y, = (ax +b)—(ax, +b) =a(x, —x,), iz definicije 10 slijedi

_a

iZ:l:(Xi - XA)'a(Xi _XA) a; (Xi _XA)2 _ a _
\/(i(xi _XA)zj[iaz (% _XA)ZJ \/az (Zn:(xi _XA)ZJ \ja_ |a|

Sto daje +1 za a>0 odnosno —1 za a<0.
Kako je x, =(x +X,)/2, y,=(y,+Y,)/ 2, koriste¢i definiciju 10 dobivamo
X =% . Yi— Yo +X2_X1_y2_y1

_1
2l 2 2 2 2 4

r= (Xl_XZ)(yl_yZ) :(Xi_xz)(yl_yz):{_'_l za (Xl_xz)(yl_y2)>07
\/(X1_X2)2(yl_y2)2 |X1_X2|'|y1_y2| -1 za (Xl_xz)(Y1_y2)<0-

— (X1 _XZ)(yl — yz) ’

Hyy

Primijetimo da r mozemo dobiti i iz prethodnog zadatka iz jednadzbe pravca kroz
dvije tocke, gdje je koeficijent smjera a=(y, = Y,)/ (X, =%,) =(Y, = Y¥.)/ (X, —%).



10.
11.

Trebamo samo odrediti predznak kovarijance. Kako je x, =3, y, =2.6, koristec¢i
definiciju 10 dobivamo 4, = +0.6, pa je rastuca tendencija izraZenija.

U 2. zadatku je r =0.98198... sto je vrlo visoka korelacija a u 4. je r =—0.083156...
Sto pokazuje da linearna veza medu pojavama gotovo ne postoji a Sto je bilo odmah
vidljivo iz grafickog prikaza.

Koristite svoje podatke. Rezultati vas mogu iznenaditi.

Jedna varijabla ( X ) je broj pacijenataa Y je svaka od tri kategorije prema izmjerenoj
temperaturi (38+, 37-38 i 37-). Imamo x, =17.

Za kategoriju 38+ je y, =7.75, r= __2h =0.9947458....

\412-185.5

Za kategoriju 37-38 je y, =5.75 r= _ 138 =0.9507278....

\412-475

4

\412-2

Vidimo vrlo visoku korelaciju broja pacijenata sa prvom i1 drugom kategorijom §to

=0.1393466... .

Za kategoriju 37—je y, =35, r=

pokazuje da je poviSena temperatura (37-38) a pogotovo znacajnije povisena
temperatura (preko 38) jedan od sigurnih simptoma sezonske gripe.
Imamo x, =14500 i y, = 2018, pa iz definicije 10 slijedi

902000

r= =0.844443..,
1750000065198

a Sto pokazuje znac¢ajan utjecaj marketinga na broj prodanih proizvoda.
Imamo x, =382.4 i y, =213.8, pa koristeci relaciju (19) dobivamo

654513 -408785.6

r= =0.9988678...,
/(1163554 —731148.8) - (368511 — 228552.2)

Sto pokazuje vrlo visoku korelaciju broja domacih 1 stranih gostiju. To znaci da u
periodima kad je vise (manje) gostiju tada je viSe (manje) i domacih i stranih.

Prosjecan broj posjetitelja je y, =377 pa je o, =+/12584 =112.178429...~112 te
V, =0.297355...~29.8% a Sto pokazuje znatne oscilacije broja posjetitelja tokom

tjedna. Nadalje, r=1177/+/2466464 =0.74944... pa je korelacija srednje jadine
(prema kraju tjedna porast broja posjetitelja).

Koristite stvarne podatke.

Imamo X, =1193 (Stednja) i y, =901 (krediti), pa je r =—-0.754245... §to pokazuje
umjerenu negativnu vezu (veca Stednja a manje kredita i obratno). Rangovi u rastu¢em
redoslijedu su 3,5,6,4,1,2 za Stednju te 4,2,1,5,6,3 za kredite, pa je

27

rS:1—%[(3—4)2+(5—2)2+(6—1)2+(4—5)2+(1—6)2+(2—3)2]: =



Dakle, ry =—-0.77142857..., pa imamo isti zakljucak

12. Rangovi su 45,7, 2,3,1,6,8,9, 10, 4.5 za bodove te 3.5, 5, 1, 7.5, 2, 9.5, 9.5, 3.5,
7.5, 6 za godine starosti, iz Cega slijedi

Lo[f +2° +1° +(-4.5)* +(-1)° +(-3.5)* +(~1.5)* +5.5° +2.5° + (-1.5)" |

10°

r,=1-

a Sto iznosi ry =0.51212121..., pa korelacija nije znacajna (osrednja je).

REGRESIJSKA ANALIZA

Nakon S§to smo korelacijskom analizom utvrdili postojanje veze medu pojavama, cilj
regresijske analize je naci analiticki izraz (formulu) koji tu vezu opisuje. Analiza pociva na
utvrdivanju zavisne i nezavisne (jedne ili viSe) varijable te izboru modela kojim vezu
opisujemo. Model se sastoji od jedne ili viSe jednadzbi odredenog tipa (linearne, kvadratne,
eksponencijalne i sl.) i postupaka kojim se procjenjuju njihovi parametri (koeficijenti). Kao
Sto smo ve¢ vidjeli najvaznije mjesto u statistickoj analizi ima linearni regresijski model. U
tom modelu odnos dviju (ili vi$e) pojava opisuje se linearnom regresijskom jednadzbom. Ako
su dvije pojave X i Y dane statistickim nizom uredenih parova numerickih vrijednosti

(X1l y1)’ (XZ’ y2)7 th (Xn—l' yn—l)’ (Xn’ yn)'
pri ¢emu je X nezavisnaa Y zavisna varijabla, tada je linearna regresijska jednadzba

y(x) = ax+b, a=?, b="2.

Jasno je da se opcenito, za bilo koje vrijednosti parametara a i b, vrijednosti y, i y(X)
razlikuju, pa imamo

Yi=y(%)+u = U=y, —-y(x)=y,-ax-b, i=12..,n,

gdje su u, rezidualna odstupanja zadanih podataka (toc¢aka) od regresijskog pravca. Parametre

a i b uregresijskoj jednadzbi odredujemo uz uvjet da je ukupni zbroj rezidualnih odstupanja
jednak nuli a zbroj njihovih kvadrata minimalan (metoda najmanjih kvadrata). Ovi uvjeti su
dani relacijom (17) u poglavlju Vremenski trendovi gdje imamo cjelovit izvod metode.
Naime, vremenski trend je specijalni slucaj veze dviju pojava: promatrane pojave (zavisna
varijabla) i vremena (nezavisna varijabla). Trazeni parametri dani su relacijom (18) koja u
terminima ovih opcenitih oznaka (X postaje y a t postaje x) sada glasi

Z(yi - yA)(Xi _XA) in Yi —NXpYa 1 1
a=-L Zn: ) = '=lzn: ) o b=y,—ax,, XA:HZXU yA:H Y (20)
(Xi - XA) X —NXy = =
i=1

i=1




Parametar a (koeficijent smjera regresijskog pravca) predstavlja prosjean iznos za koji se
promijeni zavisna varijabla y ako se nezavisna varijabla x poveca za jedinicu. Parametar b

jednak je vrijednosti y(0) i, ovisno o situaciji, ne mora imati prikladno prakti¢no znacéenje.
Imamo x, =33.19 i y, =438, pa je

_ 72177.6-5-33.19-438
5609.1805—5-33.19°

=-5.0197433..., b=438-33.19-a=604.6052813....

Dakle, linearna regresijska jednadzba funkcije potraznje ('y ) u ovisnosti o cijeni (x) glasi
y(x) = —5.02x+604.605,

gdje smo parametre zaokruzili na tri decimale. Dobivena jednadzba nam omogucava procjenu
potraznje uz zadanu cijenu, npr. y(50) =353, y(25) =479 i sl., kao i procjenu cijene uz koju

bi imali zadanu razinu potraznje, npr. y(x) >500 = x <20.83, y(x) <300 = x>60.68.

Vidjeli smo da zadane vrijednosti zavisne varijable y, odstupaju od izrac¢unatih regresijskih
vrijednosti y(x.)=ax.+b za iznos rezidualnog odstupanja u, =y.—-y(x)=Yy,—ax —b .
Parametre a i b dobili smo iz uvjeta da je ukupni zbroj rezidualnih odstupanja jednak nuli a

zbroj njihovih kvadrata minimalan. Upravo zbog toga je navedeni zbroj kvadrata mjera
rasipanja podataka (stvarnih vrijednosti) oko regresije (izraunatih vrijednosti). Imamo

Zn:uiz :Zn:ui “U; :Zn:ui '(yi —ax —b) :Zn:uiyi _azn:uixi _bzn:ui
i-1 i-1 i-1 i-1 i-1

Kako iz (20) slijedi ZXiyi—nxAyA:a(fo—nxij i b=y, —ax,, dobivamo
i=1 i=1

n Ux = n (y.—ax. —b)x = 3 Xy —a n x?—Db n X = 3 Xy, —a n x’ —(y, —ax,)-nx
— i — i i i — iJi — i — i — iJi — i A A A
= i aZx —NX, Y, +anx; = ixiyi—nxAyA—a(ixf—nxf\j =0
=1 i=1 i=1

n n
Dakle, Zui X; =0 Sto zajedno sa Z U; =0 uvrStavamo u polaznu jednakost,
i=1 i1

Zuiz = Zuiyi_a'o_b'o = Z(yi_axi_b)yi = zyiz_azxiyi_bzyi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Na temelju ovog izraza definiramo mjere rasprSenosti podataka oko regresije.



DEFINICIJA 11. ZA NIZ PAROVA NUMERICKIH VRIJEDNOSTI DVIJU
POJAVA (X, ¥.), (%, ¥,), . (%,y,) | REGRESIU y(x)=ax+b DEFINIRANU
RELACIJOM (20), JE

5 %Zn:[yi - y(Xi)]2 = %(Zn: yi2 - azn: XY, _bzn: yiJ (Varijanca regresije),
i=1 i=1 i=1 i=1

O —
o, = 03 (standardna devijacija regresije),
o - .
Vv, = y—y (koeficijent varijacije regresije).
A

Standardna devijacija je prosjecno odstupanje stvarnih vrijednosti zavisne varijable od njenih
regresijskih vrijednosti. Vidimo da je, kao i ranije, standardna devijacija izrazena u mjernim
jedinicama zavisne varijable dok je koeficijent varijacije neimenovani broj pa se moze
koristiti za usporedbu stupnja rasprSenosti potpuno razlicitih pojava.

Da bi se u potpunosti procijenilo u kojoj mjeri je regresijski model reprezentativan tj. koliko
dobro je varijabilnost zavisne varijable objasnjena dobivenom linearnom vezom sa
nezavisnom varijablom, odstupanje pojedinog podatka od srednje vrijednosti rastavljamo na
dvije komponente,

Vi =Ya=[¥% = YOO+[Y0) =y ] =[y() = Va]+ui i1=12,...n.

Komponenta y(x;)—Y, je odstupanje izracunate (regresijske) vrijednosti od sredine i to je

odstupanje protumaceno modelom a druga komponenta je rezidualno odstupanje empirijske
vrijednosti od regresijske vrijednosti koje nije protumaceno modelom (slika 44).

A

y=ax+b
(xz'?yz')
PR

Y=y, < AR

Va

A J

Slika 44. Protumacena i ne protumacena odstupanja u regresijskom modelu



Kvadriranjem i zbrajanjem pojedina¢nih odstupanja dobivamo ukupna kvadratna odstupanja,

> -y =Y [yx) - v,] +2Zu [Y06) - ya]+ 2.

i=1
Kako smo vidjeli daje > ux =0 i > u =0,imamo
i=1 i=1

n

Y0 -Ya]= Sufax +b-y,]=aX ux +(b-y)X b =a-0+(b-y,)-0=0,

i1 = i=1 =

1z ¢ega slijedi

CEARENMETEA RIS I ICIRARS I IEVeN]

i= =1 =1
R ——
ST SP SR

Dakle, ST =SP+ SR, gdje je:

ST — ukupan zbroj kvadrata odstupanja empirijskih vrijednosti zavisne varijable od prosjeka
(mjera varijabilnosti empirijskih vrijednosti zavisne varijable od prosjeka),

SP — ukupan zbroj kvadrata odstupanja regresijskih vrijednosti od prosjeka (mjera

varijabilnosti empirijskih vrijednosti zavisne varijable od prosjeka protumacenih modelom),

SR — ukupan zbroj kvadrata odstupanja empirijskih vrijednosti zavisne varijable od
regresijskih vrijednosti (mjera varijabilnosti empirijskih vrijednosti zavisne varijable koji nisu
protumaceni modelom).

Napisimo ove pokazatelje u razvijenom obliku. Izraz za SR slijedi direktno iz definicije 11,
SR = naj. Izraz za ST dobijemo kvadriranjem,

i=1

D =Y =D Y =2y, ) Y+ D VA= D Y =2y, Ny, +nys =D yi—nyk,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
dok je SP =ST —SR. Dakile,

ST—Z(y. Ya)? Zy.—nyA,

P = Y[y) -y, = azxy.+b2y. nyx,

i=1
n

SR = Y [yi-yx)] = ny—azxiyi—bzyi-

i=1



Osim pokazatelja navedenih u definiciji 11, kvaliteta regresijskog modela izrazava se
koeficijentom determinacije. To je omjer zbroja kvadrata odstupanja protumacenih modelom i
ukupnog zbroja kvadrata odstupanja,

SP SR Z[Y(x.) - YA]2 az XY, + bz Y, — nyi
" ST == = . 0<ri<l (21)

T ST ST n n
D (Y=Y D yi-ny;
i=1 i=1

Ovaj koeficijent pokazuje u kojoj mjeri regresijski model odreduje (determinira) promatranu
pojavu. Sto je r? veéi to je model bolji (reprezentativniji). Koeficijent determinacije r?
jednak kvadratu koeficijenta linearne korelacije r (vidjeti definiciju 10 i relaciju (19)), a sto

opravdava njegovu oznaku r?. Za dokaz ove &injenice brojnik SP transformiramo koristeéi
izraz za b iz relacije (20),

SP=a) xy, +bD Y, —ny; =a) xy, +(y,—ax,)-ny,—ny, =a(2xiyi —nXAij,

i=1 i=1 i=1 i=1
te zatim izraz za a iz relacije (20) i relaciju (19),

SP in Yi =NXpYa inyi —NX,YA zxi Yi =NXpYa
2 _ .=l _ L=l :(r)Z’

= _ — =1
ST Syeeny Sk-md Syiony?
i=1 i=1 i=1

r

¢ime smo dokazali da je: koeficijent determinacije = (koeficijent linearne korelacije)® .

Napomenimo da svi navedeni pokazatelji mjere stupanj linearne povezanosti dviju pojava.
Budu¢i da se ona u praksi najviSe pojavljuje, u empirijskim istrazivanjima pretpostavka o
linearnoj povezanosti naj¢eS¢e se i koristi. Naime, vecina nelinearnih oblika povezanosti
mogu se transformirati ili vrlo dobro aproksimirati linearnim oblikom koji je najjednostavnije
analizirati, interpretirati i primijeniti. Navodimo neke tipi¢ne primjere linearizacije.

Logaritamska ovisnost y =alogx+b zamjenom X =logx, prelazi u linearnu y=aX+b.

Eksponencijalna ovisnost y=b-a* logaritmiranjem prelazi u oblik logy=Ilogb+xloga ,

koji zamjenom §=logy, b= logh, &=1loga postaje linearna ovisnost § =ax+ b.

Nelinearna ovisnost y=bx® takoder logaritmiranjem postaje logy=Ilogb+alogx , pa

zamjenom §=logy, b=logh, %=1logx dobivamo linearnu §=ax+b.

Razlomljena ovisnost y =c/(ax+b) zamjenom §=1/y, d=a/c, b=b/c takoder postaje

linearna § =ax+b, itd.



ZADACI

1. Kakvi podaci ¢e imati r?> =1 odnosno r? =0 ?

2. Koji pravac najbolje reprezentira tocke (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1), (3,0),
(3,1), (4,0), (4,1)? Nacrtajte sliku.

3. Funkciju f(x)=x* aproksimirajte linearnom funkcijom na skupu to¢aka {1, 2,3,4, 5} :
te odredite varijancu, standardnu devijaciju i koeficijent varijacije te aproksimacije.

4. Funkciju f(x)= NN aproksimirajte lincarnom funkcijom na skupu toc¢aka {1, 4,9,16} :

te odredite koeficijent determinacije takve aproksimacije.
5. U jednom gradu imamo broj rodenih i umrlih tokom zadnjih pet godina.

Godina 2011 2012 2013 2014 2015
Rodeni 220 205 180 190 170
Umrli 300 320 305 335 330

Odredite povezanost rodenih i umrlih linearnom regresijskom jednadzbom. Ako broj
rodenih padne ispod 150 godi$nje, koliko mozemo oéekivati umrlih? Sto moZemo reéi
o0 dobivenoj procjeni na temelju koeficijenta determinacije modela?

6. Ako je u jednom gradu, zbog permanentnog ulaganja u turizam, broj turista u
posljednje tri godine bio 22400, 24800 i 27800, koliko turista mozemo ocekivati u
ovoj i slijedecoj godini? Kolika je pouzdanost (koeficijent determinacije) procjene?

7. Na mekom trZiStu su poznati slijede¢i podaci za potraznju proizvoda X i ponudu istog
proizvoda od jednog dobavljaca u ovisnosti o njegovoj cijeni.

Cijena (kn) 46 48 50 52 54 56 60 64
Potraznja 320 — 300 — 285 — 271 —
Ponuda — 250 — 265 — 289 — 320

(a) Odredite analiticki oblik linearne funkcije ponude i potraznje.

(b) Odredite trzisnu cijenu (to je cijena za koju su ponuda i potraznja u ravnotezi).

(€) Za koju cijenu mozemo ocekivati visak od 50 proizvoda na tom trzistu?

(d) Za koju cijenu moZzemo oc¢ekivati manjak od 50 proizvoda na tom trzistu?

8. Evidentiran je broj korisnika dvaju bankomata B1 i B2 jedne poslovne banke u dvije
gradske Cetvrti tokom tjedna.

Dan PON UTO SRI CET PET SUB NED
Bl 146 120 133 95 205 181 30

B> | 55 62 40 75 52 13 32

Prikazite podatke dijagramom rasipanja. Pomocu koeficijenta determinacije odredite
postojanje znacajnije povezanosti koristenja bankomata? Ako znacajnija veza postoji,
odredite regresijsku jednadzbu.

9. Brod za ispitivanje morskih struja izbacio je u more 5 plutaca razliCitih tezina na
mjestu oznac¢enom kao ishodiste sa koordinatnim osima usmjerenim prema glavnim



10.

11.

12.

13.

14.

stranama svijeta (pozitivna strana osi X prema istoku a osi y prema sjeveru). Plutace

periodi¢no Salju signale sa podacima o svom polozaju. Nakon 24 sata koordinate
plutaca (u km) su bile: R, (4,7.8), R,(6.2,9), R,(1.57), P,(5.3,8.5) i R,(8,9.7). Koji
je smjer (kut) morskih struja u odnosu na strane svijeta? Da li je u promatranom
periodu bilo transverzalnog pomicanja struja, za koliko i u kojem smjeru?

Potrebno je napraviti projekt glavnog pravolinijskog plinovoda koji ¢e opskrbljivati
naselja A, B, C i D. Zemljopisni poloZaji priklju¢nih stanica u navedenim naseljima u
zadanom pravokutnom koordinatnom sustavu su: A(20, 30), B(30,10), C(40,60) i
D(50,80), gdje su koordinate izrazene u kilometrima. Odredite trasu plinovoda tako da
ukupna duljina priklju¢nih vodova za sva cetiri naselja bude minimalna. Odredite
duljinu priklju¢nih vodova za svako naselje ako se oni spajaju okomito na glavni vod.
Nacrtajte skicu plinovoda, naselja i priklju¢nih vodova.

Brzi vlak B700 tokom 2016. godine svakodnevno prometuje na relaciji Zagreb —
Rijeka prema slijede¢em redu voznje

Stanica Zagreb  Karlovac  Ogulin  Moravice  Rijeka

Vrijeme 6.30 7.09 8.06 8.37 10.08
Udaljenost od 0 53 109 139 229
Zagreba (km)

Aproksimirajte ovu putnu relaciju linearnim modelom (jednolikim gibanjem) te
odredite koeficijent determinacije. Interpretirajte rezultate. Modelom procijenite gdje
se vlak nalazi u 9 sati i 30 minuta te usporedite sa voznim redom (Vozni red HZ
putnicki prijevoz za razdoblje 13.12.2015. — 10.12.2016.).

U jedan proizvodni pogon dostavljane su slijede¢e koli¢ine (u kg) sirovina X i Y :
(750, 3050), (900, 3780), (1000, 4000) i (630, 2550). Odredite povezanost koli¢ina
ovih sirovina linearnim regresijskim modelom. Odredite ukupna (ST), protumacena
(SP) i ne protumacena (SR) odstupanja te koeficijent determinacije modela.

U laboratorijskim uvjetima provodi “se eksperiment uzgoja jedne vrste bakterija te se
prati dinamika njihovog razmnozavanja,

Vrijeme (sati) 1 2 3 4

Broj bakterija 100 970 8500 112000
Aproksimirajte navedenu dinamiku eksponencijalnim trendom, y =b-a*. Kada treba
zavrSiti eksperiment ako je cilj uzgojiti koloniju od 50 milijardi bakterija,?
Veée grupa pacijenata sa zna¢ajnije povisenom tjelesnom temperaturom (preko 39°C)

primila je razliCite doze iste vrste lijeka. Nakon jednog sata ustanovljen je slijedeci
prosjecni pad temperature.

Doza lijeka (mg) 100 200 400 800
Pad temperature (°C) = 0.5 0.7 1 1.4

(a) Aproksimirajte pad temperature regresijskom jednadzbom y =b-x*.



15.

16.

(b) Ako neki pacijent sa temperaturom 40°C zbog preosjetljivosti smije primiti
najviSe 50 mg lijeka na sat, za koje vrijeme moze ocekivati normalizaciju tjelesne
temperature (na 37°C)?

(c) Koliku dozu lijeka bi trebalo dati pacijentu sa temperaturom 39.5°C pa da mu za
jedan sat padne na 37.5°C ?

Iz zadanog skupa brojeva svaki od vas neka nasumce izabere i zapiSe nekoliko
brojeva, na primjer iz skupa brojeva od 1 do 30 izaberite ih 8, te zatim u parovima
nacrtajte dijagram rasipanja i odredite pojedine pokazatelje povezanosti tako zapisanih
brojeva. Pri tome brojeve usporedite: (a) po redoslijedu zapisivanja, (b) po veli¢ini.
Sto primjecujete?

Proizvoljno zadajte jednadzbu pravca y=ax+b. Na pravcu uzmite 10 toCaka sa
apscisama 1,2,...,10. Time ste dobili to¢ke T,(L Y,), T,(2,¥,), ..., T,,(10, y,,) , 9gdje je
y,=a-i+b, i=12,..,10. Ordinatu to¢ke T, povecajte za 1. Sada umjesto T, imate
tocku B (1 y, +1). Rasporedite se medusobno u grupe. Prva grupa neka odredi linearnu
regresijsku jednadzbu za R,T,,T,, druga za P,T,,T,,T,, tre¢a za P,T,,T,,T,, T, itd.
Tako dobijete 8 regresijskih jednadzbi. IspiSite koeficijente a i b iz dobivenih
jednadzbi i dijagramom dvostrukih stupaca prikazite njihovu razliku u odnosu na
koeficijente polazne jednadZbe. Umjesto 10 tocaka, zadatak moZete rjeSavati sa bilo
kojim brojem to¢aka (m) sa apscisama 1,2,...,m ili nekim drugim vrijednostima.

RJESENJA

1.

3.

Za r’=1=SR=0= Y, =y(x), 1=L12,...,n, $to znaci da svi empirijski podaci
pripadaju istom pravcu. Za r’ =0 = SP=0= y(X) =VY,, i=12,..,n, $to znaci da je
regresijski pravac konstanta, y(x) =ax+b=y, = a=0 odnosno (relacija (20)),
n n 1 n 1 n n n n

inyi =NMX\Y, = inyi = n‘(_zxij'_zyi = (ZXiJ(Zyij: n(ZXiYij’
i—1 i=1 Nz ) i—L i=1 i=1

ili Z:(yi —Y,)(% —X,) =0 $to znaci da su podaci simetri¢no rasporedeni oko X=X, i

i=1
y =Y, (imaju dvije osi simetrije).

Imamo x,=2,y,=05 pa je > xy,—nx,y,=10-10-2-05=0, odnosno a=0
i=1

(vidjeti zadatak 1). ToCke su simetri¢no rasporedene oko osi x=2 i y=0.5, pa je

regresijski pravac konstanta, y =0.5. Treba nacrtati tocke i pravce (osi simetrije).

Imamo niz (1,1), (2,4), (3,9), (4,16), (5,25) paje x, =3, y, =11. 1z (20) slijedi
_225-5-311

a="2"2""""_6 b=11-6-3=-7 = y=6x-7,
55-5.3



10.

te iz definicije 11, o? :%(979—6-225+7-55) =28, o,=1.67332.., V, =0.15212..

Imamo niz (1,1), (4,2), (9,3), (16,4) paje x, =75, y, =2.5.1z (20) i (21) sada slijedi

y=ax+b :§x+E ~0.1938x+1.0465, r? _125 ~0.969.
43 129

AKko su X rodenia Y umrli, imamo x, =193, y, =318, iz ¢ega slijedi

31 31105
— ==X+
79

~—-0.3924x+393.734 = (X <150 = y >335).

Kako je r? =62/237 ~0.2616, dobiveni linearni model slabo reprezentira povezanost
pojava pa procjena nije pouzdana.

Numerirajmo protekle tri godine sa x=-3,-2,-1. Imamo x, =-2, y, =25000, pa je
linearna regresijska jednadzba y =2700x+30400. Trazene procjene su Y(0) =30400
i y(1) =33100 a njihova pouzdanost r* =243/ 244 ~0.996 je iznimno visoka.
Oznacimo li p— cijena, g, — potraznjai ¢, — ponuda, imamo:

(a) Potraznja je q,(p) = —folg p+ 5?333

je ponuda q,(p) = % p+ 2751 ili priblizno q,(p) =~ 4.457p+35.857.

ili priblizno q,(p) ~—-3.458p +475.542 , dok

(b) 1z g, =q, slijedi p=55.55 kuna.

(c) 1z g, =0q,+50 slijedi p=61.87 kuna.

(d) 1z g, =q, +50 slijedi p=49.23 kune.

Imamo x, =130 za B1i y, =47 za B2, pa je r* =0.015529... §to zna¢i da prakti¢no

ne postoji nikakva korelacija broja korisnika ta dva bankomata. To se moze vidjeti i iz
dijagrama rasipanja.

Treba odrediti parametre linearne regresijske jednadzbe za zadane tocke. Koeficijent
smjera a odreduje kut a koeficijent b transverzalni (paralelni) pomak. Dobijemo
a=235/82=0.426829... i b=2569/410=6.26585.... Kako je a=tana, smjer struje

je a~23°7" prema sjeveroistoku a pomak oko 6.3 km prema sjeveru.

Iz x, =35, y, =45 = a=(7300—-6300)/(5400—4-35°)=2, b=45-2.35=-25,
pa je trasa plinovoda y=2x-25. Rezidualna odstupanja za A, B, C i D su redom:
u, =30-y(20) =15, u,=10-y(30)=-25, u, =60—-y(40)=5, u, =80—-y(50)=5.
Kako su prikljuéni vodovi okomiti na glavni vod, ratunamo duljinu okomica d,,

1=12,34 (vidjeti sliku). Imamo d, =u,cosa a kako je a=tana =2 (koeficijent

smjera pravca) slijedi cosa =1/+/1+tan? e =1/+/1+a? =1/+/5 . Dakle, d, =6.708
km, d, =-11.180 km, d, =d, =2.236 km (suprotni predznaci ukazuju da su vodovi
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12.

13.

sa suprotnih strana plinovoda). Ukupna duljina priklju¢nih vodova je zbroj njihovih

apsolutnih vrijednosti, 22.36 km. Treba nacrtati kompletnu sliku.
A

y=ax+b

“N\d, =u, cosa

-
>

Vrijeme (X, ) izrazavamo u decimalnom obliku (zaokruzeno na tri decimale): 6.5, 7.15,

8.1, 8.617, 10.133. Imamo: x, =8.1, y, =106,

. __ 4780.07-4293
335.912878—328.05

=61.94551..., b=106—-a-8.1=-395.75864...,

pa linearni model glasi y=61.946x—-395.759 . Parametar a pokazuje prosjecnu

brzinu (km/h) vlaka. Nadalje, r* =30172.2762 /30272 = 0.9967... §to pokazuje da je
putovanje na ovoj relaciji izuzetno dobro aproksimirano jednolikim gibanjem uz
navedenu prosje¢nu brzinu. U 9 sati i 30 minuta (9.5 sati) je y(9.5)=192.728, pa je

vlak priblizno na 193. kilometru od Zagreba (36 km od Rijeke) a $to se tocno poklapa
sa voznim redom (stanica Drivenik).
Dobijemo x, =820, y, =3345, pa je y=4.0651629x+11.566416. Odstupanja su

ST =1337300, SP =1318738.847 i SR=18561.153, pa je r’=SP/ST =0.98612
Sto pokazuje visoku kvalitetu (reprezentativnost) dobivenog modela.
Tu je x vrijeme a Yy broj bakterija. Logaritmiramo, logy =Ilogb+ xloga. Stavimo li

§=logy, b=logb i &=loga, imamo linearni trend, ¥ =ax+b za kojeg su podaci

X 1 2 3 4

g, =logy, 2 29868 39294  5.0492

zaokruzeno na cetiri decimale. Imamo: x, =2.51 ¥, =3.49135, iz ¢ega dobivamo

4=5.0451/5=1.00902, b =0.9688 . Sada je a=10*=10.2099 i b=10" =9.3068,

Sto daje priblizan eksponencijalni trend razmnoZzavanja bakterija, y=9.3-10.2". Za
y =50milijardi =50-10° =5-10" je ¥ =log5+10=10.69897, pa iz linearnog modela
slijedi x = (§—b)/&=9.6432 ~9 sati i 39 minuta od podetka eksperimenta.



14. Tu je x doza lijeka a y pad temperature. Linearizacijom dobivamo §=a%+b, gdje

je ¥=logy, b=logb, X=1logx, pa su podaci zaokruZeni na tri decimale

% =log x 2 2301 2602 2903
j.=logy  -0.301  —-0.155 0 0.146

@) 1z X,=2.45151i §, =—0.0775je a=0.4970099..., b =-1.2959199..., odnosno

b=10° = 0.05059179..., §to daje trazenu aproksimaciju y = 0.05-x**".

(b) Imamo pad temperature y(50) =0.05-50°*" =0.349428...~ 0.35°C po satu, pa
normalizaciju moZemo ocekivati za (40—37):0.35=8.5714..., dakle, unutar 9 sati.

(c) Temperaturu treba smanjiti za 2°C tokom jednog sata. Iz jednadzbe 2 =0.05-x>*’

slijedi x**" =40, odnosno x =1672.86443...~1673 mg.

15. Koristite stvarne podatke. Povezanost je znatno veca ako usporedujemo zapisane
brojeve po veli€ini.

16. Koristite izabranu jednadzbu pravca. Ako su razlike koeficijenata za graficki prikaz
vrlo male, prilagodite (rastegnite) jedini¢énu duzinu na ordinati.
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